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ZPRAVY

Problém 6. Je déna posloupnost aj, as,as, ... kladnych realnych éisel.
Necht s je celé kladné ¢islo takové, Ze pro vSechna n > s plati

an =max{ay + an_g|l <k <n-—1}.

DokaZte, Ze pak existuji kladn celd éisla N a ¢ (¢ < s) takova, Ze a,, =
= ay + an_y pro vSechna n > N.

4. Stredoevropska matematickd olympiada

Martin Pandk, MU Brno

EUROPEAN Ctvrta stfedoevropskd matematické olympi-
% adda (Middle European Mathematical Olym-
piad, MEMO) se uskute¢nila 9.—15. 9. 2010
v obci Stre¢no na Slovensku za tucasti Sedesati
studentd z deseti zemi stfedoevropského re-
gionu, jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy,
Madarska, Némecka, Polska, Rakouska, Slo-
venska, Slovinska a Svyjcarska. Souté je ur-
STRECNO ¢end pro studenty stfednich skol, ktefi se
SLOVAKIA 2010 v daném kalendainim roce neudcastnili mezi-
narodni matematické olympiddy (IMO) a diky svému véku jesté stale
maji Sanci se zucastnit IMO v roce pfistim. Vyjimku tvofi slovinsti
Gcastnici, ktefi vzhledem k relativné malému poctu obyvatel zemé nejsou
limitovani predchozi ucasti na IMO.

Ceské druzstvo tvoiili Michael Bily z Gymnazia Klatovy, Martin
Buchdéek z Gymnézia Ludka Pika v Plzni, Filip Hldsek z Gymné-
zia Plzeni, Mikula$ské namésti, Martin Topfer z Gymnézia Nad Stolou
v Praze, Jakub Solovsky z Gymnazia Mikulase Kopernika v Bilovci a
Lukds Zavrel z Gymnéazia Praha 9 na Chodovické. Vedoucim druzstva
byl dr. Martin Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity
v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Caldbek z Prirodovédecké fakulty
Palackého univerzity v Olomouci.

Vsechny tymy byly ubytovany ve skolicim stfedisku Slovenskych drah,
kde se odehravala i ¢ast vlastni soutéze. Olympidda probihala podle jiz
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zavedeného modelu. Prvni den po piijezdu vybirala jury slozené z vedou-
cich narodnich delegaci priklady pro soutéz, zatimco soutézici navstivili
hrad Stre¢no. Druhy den byla na poradu soutéz jednotlivct, ktera pro-
béhla v prednaskové mistnosti zminéného stiediska, kde méli studenti
pét hodin casu na feSeni ¢tyt tloh. Tymova soutéz probéhla pak dalsi
den, tj. v nedéli, v prostorach Zilinské univerzity. V tymové soutézi ma
kazdé narodni druzstvo k dispozici jednu mistnost, kde spolecné resi
po dobu péti hodit osm tloh. JiZ v sobotu vecer zapocala koordinace
oprav tloh (tlohy jsou opraveny jednak vedoucimi narodnich tymi a
nezavisle i tymem opravovatelti zajisténym organizatory; pii koordinaci
se vysledky oprav porovnaji a pfipadné neshody se vytesi) a pokraco-
vala i béhem nedéle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na rozdéleni
medaili, které se idi podobnymi pravidly jako na mezinarodni matema-
tické olympiadé. Odpoledne pak nasledovala spolecna plavba s feSiteli
na pltich po fece Vah. V tutery byl program olympiddy zakoncéen vyle-
tem do krasné piirody Malé Fatry a slavnostnim zakoncenim, kterého
se zac¢astnila mimo jiné vyznamné hosty i rektorka Zilinské univerzity
Tatiana Corejova (ministr gkolstvi se na posledni chvili omluvil).

Vysledky ceského druzstva byly nasledujici: Jakub Solovsky a Filip
Hldsek ziskali bronzové medaile (Jakubovi chybél pouze jeden bod ke
stiibrné medaili), Martin Buchddek, Martin Topfer a Lukds Zaviel zis-
kali ¢estné uznani za jeden bezchybné vyteseny priklad. V tymové sou-
tézi snad lze za Gspéch povazovat to, Ze jsme porazili slovenské druzstvo.

V nasledujicich tabulkdch uvadime detailni vysledky ceskych stu-
dentti a vysledky narodnich druzstev v tymové soutézi:

Body za ulohu Body Cena

Umisténi Jméno 1 2 3 4
1. Kende Kalina (HUN) 1 8 8 8 25 G
2. Néra Frankl (HUN) 0 8 8 8 24 G
3. Nik Jazbinsek (SVN) 5 1 8 8 22 G
16.—22. Jakub Solovsky 0 0 8 8 16 B
29.-30. Filip Hlasek 4 0 0 8 12 B
40.-49. Martin Buchéacek 0O 0 o0 8 8 HM
Martin Topfer 0 0 0 8 8§ HM
Lukas Zavrel 0 0 0 8 8 HM
52.-54. Michael Bily 2 1 0 3 6
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Body za tlohu Celkem
Poradi 1 23 456 78
1. Madarsko 8 0 8 488 88 52
2. Polsko 1288 80 8 8 43
3. Némecko 7213 8 8 8 3 40
4. Rakousko 281386 81 37
5. Chorvatsko 6 083 80382 35
6. Litva 12038880 36
7. Slovinsko 6 0728031 27
8. Cesko 123 380 81 26
9. Slovensko 2 0348050 22
10. Svycarsko 00120100 4

Mnohé dalsi informace o pribéhu této olympiddy lze najit na webové
strance www.memo2010. skmo . sk. Na zavér prikladame zadani vsech tiloh
obou ¢asti olympiady.

SoutéZ jednotliveu

1. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna z,y € R plati
fl@+y)+ f@)fy) = flzy) + (+ 1) f(z) + (@ + 1) f(y).

2. Na tabuli jsou napsani vSichni kladni délitelé kladného celého ¢isla N.
Dva hraci A a B hraji hru, pii které se stfidaji na tazich. V prvnim
tahu hra¢ A smaze ¢islo N. Bylo-li naposled smazano ¢islo d, v na-
sledujicim tahu je nutno smazat bud délitele, nebo nésobek ¢isla d.
Hrac, ktery nemize tdhnout, prohrava. Urcete vSechna ¢isla N, pro
kterd hra¢ A muze vyhrat nezavisle na tazich hrace B.

3. Je dén tétivovy étyfuhelnik ABCD a bod E na jeho uhlopficce AC
takovy, ze |AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Necht M je stfedem kruz-
nice k opsané trojuhelniku BDE. KruZnice k protina piimku AC
v bodech E a F'. Dokazte, ze pfimky FFM, AD a BC prochazeji tymz
bodem.

4. Naleznéte vSechna kladna cela ¢isla n, kterda vyhovuji nasledujicim
dvéma podminkam:
(i) ¢islo n ma alespoii ¢tyfi rizné kladné délitele,
(ii) pro libovolné dva délitele a, b éisla n takové, Ze 1 < a < b < n,
déli jejich rozdil b — a ¢islo n.
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5.

10.
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Tymova soutéz

Jsou dany tfi rostouci posloupnosti
a1, a2,0as, ..., b17b27b37"‘7 C1,C2,C3,. ..

kladngch celych cisel. Kazdé kladné celé Cislo je Clenem pravé jedné
z téchto tfi posloupnosti. Déale pro kazdé kladné celé ¢islo n plati:
(i) ¢q, = by + 1,
(i) any1 > by,
(iii) ¢islo cpi16n — (n+ 1)cpy1 — ney, je délitelné dvéma.
Urcete ¢isla a20105 b2010 a C2010-
Pro kazdé celé ¢islo n > 2 urcete nejvétsi redlnou konstantu C,, tako-
vou, Ze pro vSechna kladna redlna ¢isla a4, ..., a, plati

2 2
4+ .o+ + -4 2
ay an Z ((11 an) +On . (al _an)2-

n n

V kazdém vrcholu pravidelného n-thelniku stoji pevnost. Ve stejny
okamzik kazda pevnost vystieli na jednu ze dvou nejblizsich pev-
nosti a zasdhne ji. Vysledkem strelby rozumime mnozinu zasazenych
pevnosti, pricemz nerozliSujeme, zda pevnost byla zasaZena jednou
nebo dvakrat. Ozna¢me P(n) pocet vSech moznych vysledku stfelby.
Ukazte, Ze pro vSechna celd ¢isla k& > 3 jsou ¢isla P(k) a P(k+ 1)
nesoud€lna.

Necht n je kladné celé ¢islo. Ctverec ABCD je rozdélen na n? jed-
notkovych ¢tverci. Kazdy z nich je déle rozdélen thlopfickou rovno-
béznou s BD na dva trojahelniky. Nékteré z vrchold jednotkovych
¢tverct jsou obarveny Cervend tak, ze kazdy z 2n? ziskanjch trojuhel-
nikd ma alespon jeden vrchol ¢erveny. Urcete nejmensi mozny pocet
cervenych vrcholti takového obarveni.

Kruznice vepsana trojuhelniku ABC se dotyké stran BC, CA, AB
po fadé v bodech D, E, F. Necht bod K je soumérné sdruzeny s bo-
dem D podle stfedu kruznice vepsané a piimky DFE, F K se protinaji
v bodé S. Dokazte, Ze pfimky AS a BC jsou rovnobézné.

Jsou dany body A, B, C, D, E tak, ze ¢tyithelnik ABCD je tétivovy
a Ctyfthelnik ABDE je rovnobéznik. Dale se uhlopficky AC, BD
protinaji v bodé S a polopfimky AB, DC v bodé F. Dokazte, Ze
|<AFS| =|XECD,|.
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11. Necht n je neziporné celé ¢islo. Ozna¢me a,, ¢islo s desitkovym zapi-
sem
10...020...020...01.
N e e Ve

n n n

Ukazte, Ze a,, /3 lze vyjadfit jako soucet dvou t¥etich mocnin kladnych
celych cisel, ale nikoliv jako souc¢et dvou druhych mocnin celych ¢isel.

12. Je dano kladné celé ¢islo n, které neni celou mocninou ¢isla 2. Do-
kazte, ze existuje kladné celé ¢islo m s nasledujicimi dvéma vlast-
nostmi:

(i) ¢islo m je souéinem dvou po sobé jdoucich kladnych celych éisel,
(ii) desitkovy zapis ¢isla m je tvofen dvéma shodnymi bloky n ¢islic.

22. mezinarodni olympiada v informatice 101 2010

Zdenék Dvorak, Pavel Topfer, MFF UK Praha

N

=

10
WATERLOO

ontariolcanada

Dvacaty druhy roc¢nik Meziné-
rodni olympiddy v informatice
IOI 2010 se konal 14.—21. srpna
2010 na University of Waterloo
v Kanadé. Na olympiadu do Wa-
terloo pfijely delegace z 84 zemi
celého svéta. Z kazdé zemé se
IOI mohou zucastnit ¢tyfi sou-
tézici a dva vedouci, celkové le-
tos soutézilo 300 studentti. Ceské druzstvo bylo sestaveno na zakladé
vysledkt astfedniho kola 59. roéniku Matematické olympiddy katego-
rie P a tvofili ho Viastimil Dort z gymnézia Spitalski v Praze, Hynek
Jemelik a David Klaska z gymnéazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné a Jan
Polasek z gymnazia v Turnové. Vedoucimi Ceské delegace na I0I 2010
byli Mgr. Zdenék Dvordk, Ph.D. a Bc. Zbynék Falt, oba z Matematicko-
-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze. Na organizaci soutéze se
jako ¢len Mezinarodniho védeckého vyboru IOI podilel Mgr. Martin Ma-
res, Ph.D., rovnéz pracovnik MFF UK v Praze.

the 22nd International Olympiad in Informatics
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