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MATEMATIKA

Vektorové diikazy geometrickych nerovnosti

Jarmila Elbelovd, PrF MU Brno

Abstract. First, the article mentions basic characteristics of the dot product of
two vectors in a plane or in a space, and the implementation of the dot product
in a contemporary grammar school textbook. Then, the work focuses on the
solution of more demanding problems where the dot product of vectors is
effectively applicable, although the operation is not mentioned in the problem
statement.

Vyuka vektorové algebry se na vétsiné soucasnych gymnézii opira
o uebnici [1]. Podle ni proto nejprve pfipomeneme pojeti velikosti vek-
toru, skalarniho soucinu vektort, Cauchyovu—Schwarzovu a trojuhelni-
kovou nerovnost. V hlavni ¢asti ¢lanku pak na Sesti lohach ukazeme,
jak lze vektorovou metodu vyuzit k rychlému a efektivnimu feSeni tuloh,
které na prvni pohled nemaji s vektory nic spole¢ného. Presvédcéime se,
ze mnohdy opomijené vektorové vypocty mohou poskytnout u nékterych
problémi jednoduchou a ptrehlednou cestu k jejich feSeni.

Velikost vektoru u, znacend |i], je v ucebnici [1] chdpana jako velikost
kterékoliv orientované tisecky fﬁ, ktera tento vektor urcuje, takze pak
piSeme

i=AB=B- A
. . -
Zv1astni postaveni mezi vSemi vektory ma nulovy vektor 0= AA,
velikost je rovna nule.

V analytické geometrii vektory obvykle ur¢ujeme v nékteré kartéz-
ské soustavé soutadnic roviny nebo prostoru. Velikost kazdého vektoru
@ = (u1,usz) v roviné je pak ddna vztahem

@] = \/ui + 43,

podobné pro velikost kazdého vektoru @ = (u1, ug, us) v prostoru plati

|d| = \/u? + u3 + u3.
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MATEMATIKA

Skaldrni soucin dvou vektorti @ = (uy,uz2), ¥ = (v1,v2) v roviné je
v uéebnici [1] definovan jako ¢islo

—

- U = u1v1 + UV,

<y

soucin dvou vektorit @ = (u1,uz2,us), ¥ = (v1,v2,v3) v prostoru pak jako
¢islo

U-U = UV + Uy + uzvs.

7 takové definice skalarniho soucinu ihned plyne dulezita rovnost
- = |l

Rutinnimi vypocty pfes kartézské soutradnice v roviné ¢i prostoru se
rovnéz overi diilezité vlastnosti skaldrniho soucinu

—

U-U=7-1,

@1

cii - 7= ¢( ,  pro kazdé c € R,

i - v)
U- (T4 W) =4 -7+ -,

které budeme pfi feSeni tloh vyuZzivat. V uéebnici [1] nechybi zdtivodnéni
dilezitého poznatku, Ze pomoci soutfadnic zavedeny skalarni souc¢in dvou
vektorti nezavisi na tom, kterou konkrétni kartézskou soustavu k této
konstrukci vybereme. Poté je odvozen vzorec, ktery vyjadfuje geomet-
ricky vyznam skalarniho souc¢inu dvou nenulovych vektort

—

-0 = |- |7 cosp, (1)

kde ¢ € (0, ) je velikost hlu, ktery vektory @ a ¥ sviraji.

K ovéfovani geometrickych nerovnosti pomoci vektorové metody bu-
deme vyuzivat predev§im Cauchyovu—Schwarzovu nerovnost, ktera je
dusledkem predchozi rovnosti (1),

@l -5l < @7 < |l - |4 (2)
Pfipomertime, Ze (2) plati pro libovolné dva vektory @ a ¢ v roviné
nebo prostoru. Kromé pfipada & = 0 a ¥ = 0 v prvni, resp. druhé, ne-

rovnosti pfitom nastane rovnost, jen kdyz jsou vektory u a ¢’ nesouhlasné,
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MATEMATIKA

resp. souhlasné, rovnobézné. V nékterych tlohiach budeme namisto ne-
rovnosti (2) vyuzivat jeji vyznamny dusledek, totiz zndmou trojthelni-
kovou nerovnost

@ + U] < || + |7]. (3)

Rovnost v této nerovnosti nastane préavé tehdy, kdyz je bud alespoii
jeden z vektort #, ¥ nulovy, nebo jsou (nenulové) vektory u, ' souhlasné
rovnobézné.

Pri diikazech nékterych nerovnosti ovsem vystacime s pouhou zfejmou
nerovnosti |@| > 0, je ovSem t¥eba spravné zvolit vektor .

Uloha 1. Necht ABC je trojuhelnik s tézistém 7. Najdéte polohu bodu P
v roviné trojuhelniku ABC, pfi které je hodnota souctu

|AP|-|AT|+ |BP|-|BT|+ |CP|-|CT]
minimalni.?

Reseni: Pro soudiny ze zkoumaného souétu plati odhady

|AP|-|AT| > AP - AT = (AT +TP) - AT = |AT| + TP . AT,

\BP|-|BT|> BP-BT — (B_T>+T_}5) .BT = |BT|* + TP BT,

icP|-|CT| > CP-CT = (ﬁ+ﬁ) .CT = |CT|* +TP - CT.
Sectenim téchto tii nerovnosti a s vyuzitim rovnosti 147 + ﬁ + ﬁ =0
dostaneme

|AP| - |AT| +|BP| - |BT| +|CP| - |CT| > |[AT|* + |BT|* + |CT|* +
+ TP (ﬁ + BT+ ﬁ) = |AT|? + |BT)? + |CT|*.

Pfitom je zfejmé, Ze rovnosti ve s¢itanych odhadech nastanou pouze pro
P = T, nebot bod P musi leZet soudasné na tfech polopfimkach AT,

BT, CT. V tomto jediném piipadé ma tedy zkoumany soucet minimalni
hodnotu.

D) [2], str. 314, Gloha 17, navrzend Velkou Briténii pro 42. MMO v USA r. 2001.
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Uloha 2. Dokazte, Ze pro libovolny trojihelnik ABC a kazdy bod O
plati?)

|ABJ? +|BCJ? + |CA]? < 3(\OA|2 +|OBJ? + |oc|2).

Reseni: Na zadanou nerovnost budeme aplikovat ekvivalentni tpravy:

3|0A]? +3|0BP* +3/0C|* — [ABJ — [BCP — |CA]? > 0
3|0A2 +3|0B[? +3|0C|2— 0B —0A]?—|0C—OBJ? —|0A—OC|? > 0

3|0A? + 3|0BJ2 + 310C| — |OBJ? — |OA[? + 208 - OA — |0C|* -
_|OB|? +20C - OB — |OA]2 — |OC)? + 204 - OC > 0

IOAP + |OB) + |OC|? + 204 - OB + 204 - OC + 208 - 0C > 0

|0A+ OB +0CI2>0

Posledni (a tedy i piivodni) nerovnost plati vzdy.

Pozndamka: Dokéazany vysledek ve specidlnim pripadé, kdy bod O je
stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC, vede pfi oznaceni r poloméru
zminéné kruznice k odhadu |AB|? + |BC|? + |C A|? < 9r2.

Uloha 3. Dokazte, ze pro kosiny vnitinich thlt libovolného trojihelniku
ABC plati®)

N W

cosa + cos B 4 cosy <

Obr. 1

2) [3], str. 299, tloha 15.
3) [4], str. 99, tloha 13.4, cast 1.
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Reseni: Oznaéme «, B, v vnitini dhly trojihelniku ABC a &), €, €3
jednotkové vektory souhlasné rovnobézné po fadé s vektory E, B?,
C‘/)l stran trojuhelnika. Pro skaldrni souciny téchto jednotkovych vektort
podle uhlu, které sviraji, dostavame
€1 - €y = —cos f3, €1 - €3 = —cosa, €y - €3 = — COS 7.
Pro velikost vektoru € + €5 + €3 plati zfejmé nerovnost
&1 + & +&s]” >0,
ze které roznasobenim a dosazenim kosint thla dostaneme
0< |1+ +] =1+ 141428 & +27 - & +28 - & =
=3 —2cosa—2cosf — 2cosy.
Odtud jiz plyne dokazovana nerovnost.

Uloha 4. Jsou déany dva trojihelniky, jeden s vnitinimi ahly «, S, 7,
druhy s ahly a1, 81, 71. DokazZte, Ze plati

cosay;  cosfi  cosvg

- - . < cotg a + cotg B + cotgy, (4)
sin o sin 3 sin 7y

pfi¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz o = oy, 8= B1, v = 71.Y

C

4\ S

>
B

Obr. 2

Reseni: Dva trojuhelniky s odpovidajicimi thly podle zad4ani oznadme
ABC, A1B1C;. Nejprve nerovnost (4) ze zadani vyndsobime ¢islem
sin asin Ssiny > 0, a dostaneme tak ekvivalentni nerovnost

sin B sin 7y cos a1 + sin avsiny cos 51 + sinasin B cosy; <

< sin B siny cos a + sin o sin y cos 8 + sin asin 3 cos 7. (5)

4) (6], str. 31.
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Zafixujme «, 3, v a levou stranu L nerovnosti (5) povazujme za funkci
proménnych oy, f1, 11, kde a3 > 0,8, >0, >0aa;+ 51 +71 =
Mame dokézat, ze tato funkce nabyva své maximalni hodnoty pouze pro
a=ai, 8=01,7=m, kdy zfejmé v (5) nastane rovnost.

Uvazujme vektory da, 5, ¢ souhlasné rovnobéZné postupné s vektory
B?h C?ll, ml o velikostech |d@| = sin \g| =sin g, |¢] = sin~y. Pak

pro vzajemné skalarni souciny téchto vektort plati

@-b=|a-|b|-(—cosy1) = —sinasin B cos 1,
a-c= —sinasin-ycos f1,
b- &= —sin Bsin~ycosaj.

Pro levou stranu L nerovnosti (5) tak dostavame
. . 1 . .
L=—(ab+a-c+b-&) =5 (Jaf + PP + | — |a+5+a?) <

1/, .
< 5 (1l + B2 + |212) -
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
i+b+c=0a,

kdyz tedy muze byt z vektora a, 5, ¢ zkonstruovan trojuhelnik, tzn.
trojuhelnik s délkami stran sin «, sin 3, sin-y a velikostmi protilehljch
uhld aq, 81, 71. Ze sinové véty plyne, Ze to lze pravé tehdy, kdyz a = a,
B =1 a~vy=r~:. Tim je tvrzeni o maximu levé strany (5) dokdzéno.

Uloha 5. Dokazte, ze pro délky stran a, b, ¢, d a thlopficek e, f libo-
volného rovinného (konvexniho ¢i nekonvexniho) nebo prostorového ¢ty¥-
thelniku ABCD plati

(a+c)?+(b+d)?>2(e+ f?), (6)

piicem? rovnost nastane pravé tehdy, kdyz ABCD je rovnobé&znik.?)

5) Souté#ni tloha na éesko-polsko-slovenském stietnuti MO v roce 2010.
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Obr. 3
Reseni: Pro vektory stran ¢tyfahelniku ABC D
i=AB, b=BC, #=CD, d=DE

plati zfejma rovnost

a trojuhelnikové nerovnosti

@l e >la—a,  |Bl+|d > [b-dl. (®)

(a+c)?+b+d?>a>+0+P +d>—23-7—2b-d=
=|i+b?+|¢+d?—2d-b—2¢-d—2i-—2b-d=
—|i+b?+e+d?—a-b+d)—b-@+d) —c-(@+d) —d-(b+7) =
= [AC]" + |CA| — 2@+ d)- (b5+ &) = 2| AC|" — 2(-5 - &) - (b+ ) =
— 2| AC[* +2|BD|” = 2(* + f2),

a tim je nerovnost (6) dokazana. Rovnost v ni nastane pravé tehdy, kdyz
nastane rovnost v obou trojihelnikovych nerovnostech (8), neboli kdyz

jsou jak vektory @ a ¢, tak vektory b a d nesouhlasné rovnobé&zné. Praveé
tghdy existuji kladna €isla p a ¢, pro ktera plati rovnosti ¢ = —pd a
d = —qgb. Dosazenim do (7) dostaneme podminku

(1-p)a+(1-q)b=2

Roénik 86 (2011), ¢islo 4 9
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jez s ohledem na linedrni nezavislost vektora @ a b znamena, ze p = q = 1.
Posledni je vyjddienim toho, ze ABCD je rovnobéznik.

Uloha 6. Mé&jme posloupnost pétithelnik@t M, M, Mo, ... sestrojenjch
tak, ze vrcholy kazdého nasledujiciho pétithelniku lezi ve stfedech stran
predchoziho pétithelniku. Dokazte, Ze soucet obvodiu vsech téchto péti-
tihelniki nepfevysuje osminasobek obvodu prvniho z nich.%)

B B, ()

Obr. 4
Reseni: Necht ABCDE je pocateéni pétitthelnik M s obvodem o,

Ajp ... E; je pétithelnik M7 s obvodem o; atd. Trojuhelnik BC'D roz-
§ifime na rovnobéznik BC'K D tak, Ze plati

BC=DK, BD=CK.
Vrcholy pétithelniku A; ... F; maji vyjadieni
1 1 1

1 1

odkud )
A1§1 = 5(0 —A),

6) [5], str. 103, tloha 5.25.
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neboli

AC = 24,B,.

Analogicky dostaneme

BD =2B,Cy, CE=2C,D,, DA=2D\E\, EB=2E4,.
Pro vektor R 1 plati

A0 = (C+D A- B) (ﬁﬂ%)

coz znamena, ze diky trojihelnikové nerovnosti mame

A0, | = | AR]| < 3 (1AD| +|DRY) = 5 (2|BiEa| +|BCY).

2

Pro vektory stran dalsiho pétithelniku Ms podobné plati

[A2Bs| = | ACh| < (2| DiFa| + | BE)),

analogicky
BaCa| < (2B + D),
CBs| < 5 (2| AaB| + [DE]),
Do) < 4 (2[BiCh| + | FA)),
[BaAs| < ([0 + |AB]).
Po secteni vSech péti nerovnosti dostavame

(201 + 0),

»Jklr—\
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a protoze je zfejmé 07 < o, plyne odtud

] W

02 < —o.

Dale indukci pro kazdé k > 1 ziskdme odhad

3\ K
0241 < 095 < (Z) 0.

Soucet o + 01 + ... v8ech obvodi tedy nepfevysuje soucet fady

e B3 Y LY (Y L (3) 1 e
4 4 4 4 4 4 R
3 /3\? 3\ " 20
—ol1+°4(° Y N P _
(o2 () wn () o )om 2y o

coz je prave tvrzeni, které jsme méli dokazat.
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Reseni tlohy ze str. 33: Sestrojime kruznice a(A;|AP|), b(B;|BP|), je-
jich prusec¢ik P’; kruznice p(P;|PS|), p'(P’;|P’S|), jejich pruseéik S’,
kruznici k'(S’;|SA|). Pruse¢iky kruznic k a k' jsou hledané priseciky
kruznice k a kolmice.
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