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ZPRAVY

Tento proces neustale pokrac¢uje (nekoneéné dlouho). Dokazte, ze lze
zvolit bod P € S a pfimku /¢, prochazejici bodem P, tak, Ze jimi zacina-
jici vétrny mlyn bude mit za stfed otaceni kazdy bod z S nekonecnékrat.

3. Necht f:R — R je funkce z mnoziny realnych ¢isel do mnoziny redl-
nych ¢isel spliujici nerovnost

fle+y) <yfle)+ f(f(2))

pro vSechna redlnd x a y. Dokazte, Ze f(z) = 0 pro vSechna z < 0.

2. soutezni den (19. 7. 2011)

4. Necht n je celé kladné ¢islo. Mame dany rovnoramenné vahy a n zé-
vazi o hmotnostech 2°, 21, ..., 2"~1. V n krocich méme na vahy po-
stupné po jednom umistit vSechna zavazi. Kazdy z krokt spociva ve
vybéru jednoho ze zavazi, které jesté neni na vahéach, a jeho umisténi
bud na levou, nebo na pravou misku vah, ale vzdy tak, aby obsah pravé

misky nebyl nikdy tézsi nez obsah levé. Kolik riznych posloupnosti ta-
kovychto n kroki existuje?

5. Necht f je funkce z mnoziny celych ¢isel do mnoziny celych kladnych
¢isel takové, Ze pro libovolnd celd m a n je rozdil f(m) — f(n) délitelny
¢islem f(m — n). Dokazte, Ze pro libovolna celd ¢isla m a n takova, ze
f(m) < f(n), je &islo f(n) délitelné ¢islem f(m).

6. Necht ABC je ostrothly trojihelnik a I" kruznice jemu opsana. Déle
necht ¢ je tecna kruznice I' a £, £, £. jsou po fadé obrazy piimky /¢
v osové symetrii podle ptimek BC, C A, AB. Ukazte, Ze kruznice opsana
trojuhelniku uréenému primkami ¢, £y, £. se dotyka kruznice T'.

5. Stredoevropska matematickd olympiada

Martin Pandk, MU Brno

Patd stfedoevropskd matematickd olympidda (Middle European
Mathematical Olympiad, MEMO) se uskuteénila 1.—7. 9. 2011 ve Va-
razdinu v Chorvatsku za ucasti Sedesati studenti z deseti zemi stfedo-
evropského regionu, jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy, Madarska,
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Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovinska a Svycarska. Soutéz je
urcena pro studenty stfednich skol, ktefi se v daném kalendarnim roce
nedcastnili mezinidrodni matematické olympiady (IMO). Vyjimku tvori
slovinsti ucastnici, ktefi vzhledem k relativné malému poc¢tu obyvatel
zemé nejsou limitovani predchozi uc¢asti na IMO.

Ceské druzstvo tvofili Ondiej Bartos z Gymnazia Zdar nad Sazavou,
Lubomir Grund z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze, Jan Kuchafik
z Gymnaézia Jana Masaryka v Jihlaveé, Dominik Steinhauser z Gymnézia
Jana Keplera v Praze, Jan Stopka z Gymnazia Brno na t¥. Kpt. Jarose
a Dominik Teiml z The English Colleague v Praze. Vedoucim druZstva
byl dr. Martin Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity
v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Caldbek z Prirodovédecké fakulty
Palackého univerzity v Olomouci.

Meésto Varazdin je staré chorvatské mésto, které byvalo dokonce hlav-
nim méstem Chorvatska. Jeho populace dnes ¢ita na 50 tisic obyvatel.

Prvni den olympiddy méli soutézici na programu zabavnou seznamo-
vaci hru spojenou s poznavanim pamatek mésta, zatimco vedouci vyprav
vybirali ptiklady pro soutéz z navrht zaslanych jednotlivymi tcastnic-
kymi zemémi. Vecer pak probéhlo v prostorach Fakulty informatiky,
varazdinské casti Univerzity Zahieb, slavnostni zahajeni soutéze.

Druhy den byla na pofadu soutéz jednotlivcil v prostorach jedné z Va-
razdinskych zakladnich skol. Kazdy z u¢astnikt fesil po dobu péti hodin
¢tyti priklady. Ttetiho dne se uskutecnila tymova soutéz, ve které mélo
kazdé narodni druzstvo k dispozici jednu mistnost, kde pak spolecné fe-
silo po dobu péti hodin osm tloh. Jiz v sobotu vecer zapocala koordinace
oprav tloh (tlohy jsou opraveny jednak vedoucimi ndrodnich tymt a ne-
zéavisle i tymem opravovatelil zajisténym organizatory; pii koordinaci se
vysledky oprav porovnaji a piipadné neshody se vyfesi) a pokracovala
i béhem nedéle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na rozdéleni
medaili, které se Fidi podobnymi pravidly jako na mezinarodni mate-
matické olympiddé. V ttery byl program olympiddy zakoncen exkurzi
na znadmy chorvatsky hrad Trakoséan a navstévou méstecka Krapina,
kde se nachéazi nalezisté osidleni neandertalskym clovekem. Vecerniho
slavnostniho zakonceni se zucastnila fada vyznamnych hostti, z nichz
jmenujme nameéstkyni chorvatského ministra skolstvi Dijanu Vicanovou
a rektora Univerzity Zahieb Aleksu Bjelise.

Vysledky ceského druzstva byly nasledujici: Ondfej Bartos a Dominik
Steinhauser ziskali bronzové medaile, Lubomir Grund a Jan Stopka pak
ziskali Cestné uznani za jeden bezchybné vyfeseny piiklad. V tymovém
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souctu bodi, které ziskali jednotlivi ticastnici daného tymu v indivi-
duélni soutézi, jsme byli pati nejlepsi. Vlastni tymova soutéz se vSak
¢eskému druzstvu prilis nevyvedla, kdyz skoncilo osmé. Z vitézstvi se
radoval polsky tym, ktery jako jediny ziskal maximalni mozny pocet
bodt. Plného bodového zisku dosahl i vitéz soutéze jednotlivci, Woj-
ciech Nadara, rovnéz z Polska.

V nasledujicich tabulkdch uvadime detailni vysledky ceskych stu-
dentt a vysledky narodnich druzstev v tymové soutézi:

Body za ulohu Body Cena

Umisténi Jméno 1 2 3 4
1. Wojciech Nadara (POL) 8 8 8 8 32 G
2. Attila Szab6 (HUN) 8 8 7 8 31 G
27.-30. Ondfej Bartos 3 3 0 8 14 B
Dominik Steinhauser 6 6 2 0 14 B
32.-33. Jan Kuchaiik 5 0 7 0 12
38.-40. Jan Stopka 1 0 8 0 9 HM
41.-43. Dominik Grund 8 0 0 O 8§ HM
44.—46. Dominik Teiml 3 0 2 2 7
Body za talohu Celkem
Poradi 123456 78
1. Polsko 8 8 8 8 8 8 8 8 64
2. Madarsko 8 0 8 3 8 88 8 51
3. Némecko 8 08 0 8 8 8 8 48
4. Chorvatsko 2 8803880 37
5. Slovensko 1 08086 80 31
6. Litva 6 080 8 080 30
7. Slovinsko 2 08043380 25
8. Cesko 214006583 23
9. Rakousko 106 05 2380 22
10. Svycarsko 206 00080 16

Mnohé dalsi informace o pribéhu této olympiddy lze najit na webové
strance www.memo2011.hr. Na zavér prikladame zadani vSech tiloh obou
¢asti olympiady.
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Soutéz jednotlivea

1. Na tabuli je napsano ¢islo 44. Celé ¢islo a napsané na tabuli mizeme
nahradit ¢tyfmi riznymi celymi ¢isly a1, as, as, a4, jejichz aritmeticky
primér 1 (a; + az + as + a4) je roven &slu a. V jednom kroku sou-

1
Casné nahradime vSechna ¢isla na tabuli vyse popsanym zptsobem.
Po 30 krocich dostaneme na tabuli n = 43° celjch &isel by, b, . .., by.

Dokazte, ze

b2 4+ b2 4 ...+ b2
1+ 05 +"z2011.

n

2. Necht n > 3 je pfirozené éislo. Jeni¢ek a Marenka hraji nasledujici
hru: Nejdrive Jenicek ocisluje strany pravidelného n-ithelniku ¢isly
od 1 do n (v libovolném poradi; kazdé ¢islo pouzije pravé jednou).
Potom Marenka zvoli nékterych n — 3 neprotinajicich se thlopficek
rozdeélujicich dany n-thelnik na trojahelniky. VSechny tyto tthlopticky
se pak ocisluji ¢islem 1 a dovnitif kazdého z trojihelnikti se napise
soucin ¢isel na jeho stranach. Soucet téchto n — 2 soucinti ozna¢me S.
Jaka bude hodnota souctu S, jestlize snahou Jenicka je, aby byl soucet
co nejvetsi, a Marenka se snazi, aby byl souCet co nejmensi, pricemz
oba délaji nejlepsi mozné volby?

3. V roviné se kruznice K7 a Ko, o stfedech po fadé I; a I, protinaji ve
dvou bodech A a B. Necht je tthel I; Al; tupy. Tecéna ke K; v bodé A
protina Ko jesté v bodé C' a tefna ke Ko v bodé A protind K; jesté
v bodé D. Ozna¢me K3 kruZnici opsanou trojihelniku BC'D. Necht
E je stfed toho oblouku CD kruznice K3, ktery obsahuje bod B.
Piimky AC a AD protinaji KC3 po fadé jesté v bodech K a L. Dokazte,
ze ptimky AFE a KL jsou vzajemné kolmé.

4. Necht k a m (k > m) jsou kladn4 cela ¢isla takova, ze ¢islo km(k*—
—m?) je délitelné ¢islem k3 — m3. Dokaite, Ze (k —m)® > 3km.
Tymova soutéz

1. Najdéte vSechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R
plati

Y2 f (@) + 2 f(y) + ay = ayf(z +y) +2° + 7,

kde R znac¢i mnozinu vSech realnych cisel.
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. Necht kladnd realné ¢isla a, b, ¢ vyhovuji vztahu

a+b+c_
14a 14b 1+c¢

Dokazte, ze pak

ﬁ+ﬂ+ﬁ>1 11

> —+—F+ .
2 va BT
. Pro pfirozené cislo n > 3 ozna¢me M mnozinu
{(z,9) |z,y€Z, 1<z<nl<y<n}

bodt roviny. (Z znaéi mnozinu vSech celych ¢isel.)
Urcete nejvétsi mozny pocet prvkia podmnoziny S C M, ve které
zadné tii rizné body netvoii vrcholy pravouhlého trojuhelniku.

. Necht n > 3 je pfirozené ¢islo. Na soutéz podobnou MEMO pfijelo
3n ucastnikid, ktefl hovoii n riznymi jazyky, pfitom kazdy tcastnik
mluvi pravé tfemi riznymi jazyky. Dokazte, Ze z nich 1ze vybrat aspon
[%"] jazykt tak, ze zadny tcastnik nehovoii vice nez dvéma z nich.
([z] je nejmensi celé &islo, které je vétsi nebo rovno z.)

. Konvexni pétitthelnik ABCDE mé shodné strany. Uhlopiicky AD
a EC se protinaji v bodé S, pfitom |[JASE| = 60°. Dokazte, Ze
pétithelnik ABCDFE méa dvé rovnobézné strany.

. Necht ABC je ostrothly trojuhelnik. Ozna¢me By a Cy paty vySek
po fadé z vrcholi B and C. Necht pro vnitini bod X trojihelniku
ABC je pfimka BX te¢nou kruznice opsané trojihelniku AXCy a
pfimka C'X je teCnou kruZnice opsané trojuhelniku AX By. Ukaite,
ze piimky AX a BC jsou vzajemné kolmé.

. Necht pro neprazdné navzdjem disjunktni mnoziny A a B plati
AUB = {1,2,3,...,10}. Ukazte, Ze existuji ¢isla a € A ab € B
tak, ze ¢islo a® + ab® + b3 je délitelné 11.
. Kladné celé ¢islo n nazveme uzZasné, pravé kdyz existuji kladna cela
¢isla a, b, ¢, pro ktera

n = (b, ¢)(a,bc) + (¢, a)(b, ca) + (a,b)(c, ab).

Dokazte, ze existuje 2011 po sobé jdoucich tzasnych ¢isel.
((m,n) znac¢i nejvétsi spoleény délitel pfirozenych ¢éisel m a n.)
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