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MATEMATIKA

O vyjadritelnosti kombinacnich Cisel

Martin Maly, Brno
Abstract. The article deals with the identity
n—k . .
Z n—p—1—u)\[p+i\ [n
— Ek—p—1 P BRI E

where k,n,p are nonnegative integers meeting the condition p < k < n. The
validity of the identity is discussed and the idea of its proof is outlined.

1. Uvod
Jak znadmo, kombinac¢ni ¢isla, tj. pfirozend cisla, kterd uvazujeme ve
tvaru
n n!
=—0\ k,neNy k<n,
(k) Kl(n— k)! 0 =

maji vlastnosti, které lze vyjadrit obecnymi vétami. Jednou z téchto
vlastnosti, vyjadiitelnosti kazdého kombinaéniho éisla (7), k # 0, pomoci
libovolného celého nezaporného ¢isla p < k ve tvaru

(000,

=0

se budeme zabyvat v tomto ¢lanku. Nejprve se presvédéime o tom, ze
jde o vlastnost kazdého kombinac¢niho ¢isla (:), k # 0, je-li n = 5. Pak
nacrtneme dtikazovy postup pro obecny pripad.

2. Motivaéni tvaha

Oznacme a,...,e libovolné objekty, U jejich mnozinu, M mnozinu
{1,...,5} a vyjdéme z tab. 2. Z ni snadno vy¢teme, Ze v tab. 5 jsou za-
psany vesmeés platné kombinatorické vztahy. Jak lze tyto vztahy odhalit,
ilustruje nasledujici ptiklad.
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k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
abcde abcde albcde| ablcde| abce|de abch
abcde albecde| ablcde| abcecl|de

a

a

abede bcde| abjcde| abcd|e|
abcde becde| abc|de| abed|e
abcde ablcde| abc|de| abcd]|e]
ablcde abcd‘e
ablcde| abelde
abelde|l abelde

abelde|l abcecd|e
abcecd|le| abed|e

Tab. 1: Vy&et vsech k-prvkovych podmnoZin mnoZiny U podle k od 0 do 5;
ramecky ve sloupci pro libovolné k € M\{l} ohranicuji vyc¢ty vsech 1-prv-

kovych podmnozin mnozin {e}, {d, e}, ..., S, kde S je mnozina tvorena
poslednimi 6 — k prvky usporadané pétice (a, ..., e€)
k=20 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

abcde abcde abecde albede| ablcde abc‘M
abcde abecde albecde| ablcde
abecde abcde albecde| ablcde

a

a

a

abcde abcede bede| abc|de
abcde abcecde becde| abceclde
abcde bcde
abcde ablcde
abcde ablcde
abcde ablcde
abcde abc‘ﬂ

Tab. 2: Vyéet viech k-prvkovych podmnozin mnoZiny U podle k£ od 0 do 5;
rdmecky ve sloupci pro libovolné k € {3,4,5} ohrani¢uji vyéty vsech 2-prv-
kovych podmnozin mnozin {d, e}, {c,d,e}, ..., S, kde S je mnoZina tvorend
poslednimi 7 — k prvky uspotfadané pétice (a,...,e
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k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=
abcde abcde abcde abecde albecde| ablcde
abcde abcde abcde a|bcecde
abcde abcde abcde a|lbcde
abcde abcde abecde albecde
a

abcde abecde abede
abcde abcede
abcde abecde
abecde abcede
abecde abcede
abcde abcede

blede

Tab. 3: Vydet vsech k-prvkovych podmnoZin mnoZiny U podle k od 0 do 5;
ramecky ve sloupci pro libovolné k € {4, 5} ohranicuji vycty vSech 3-prvko-
vych podmnozin mnozin {¢, d, e}, {b, ¢, d, e}, ..., S, kde S je mnozina tvorena
poslednimi 8 — k prvky usporadané pétice (a, ..., €)

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
abcde abcde abcde abecde abede a
abcde abcde abcde abede
abcde abcde abcde abcede
abcde abcde abcde abcede
abcde abede abcde abcede
abcde abcde
abcde abcede
abcde abcecde
abcde abcde
abcde abcde

Tab. 4: Vyéet viech k-prvkovych podmnozin mnoZiny U podle k£ od 0 do 5;
ramedek ve sloupci pro k = 5 ohranicuje vycet vsech 4-prvkovych podmnozin
mnoziny {b, ¢, d, e} (viimnéte si, ze mnozina {b, ¢, d, e} je tvofena poslednimi
9 — k prvky usporadané pétice (a,...,e))
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Tab. 5: Zapis vztaht pro éisla tvaru (2), k € M\ {1, 2}, odhalitelnych ,ré-
meckovou* metodou uzitim tab. 2

Pfiklad 1: Ozna¢me pro kazdé k € M U {0} symbolem ,I(k)* pocet
vSech Tadkt sloupce pro ¢islo k tab. 2 predstavujicich zapis podmnoziny
mnoziny U. Pak napf. [(4) = (Z) Pfitom, jak ndm napovidaji ramecky
ve sloupci pro k =4, je [(4) = 2(;) + 1(3) Tedy (i) = 2(;) + 1@)

Sledujeme-li zprava doleva ¢ast tab. 5 tvorenou pravymi stranami
jednotlivych rovnic, vidime, ze pro kazdé n € M\ {4,5} je n-ty sloupec
koeficient kombinaé¢nich ¢isel n-tym fadkem Pascalova trojihelniku. To
ale znamend, Ze miiZeme psat:

(5)=6)G)* (0)() ()G 0
() -0 -0)E) w
(5)-G)G) n

Polozme si nyni otazku, zda zcela analogické vztahy, jako jsme dostali
z tab. 2 pomoci rdameckd ve sloupcich pro £ od 3 do 5 a Pascalova
trojuhelniku, 1ze ziskat pomoci rameckt ve sloupcich pro k od 2 do 5 a
Pascalova trojihelniku z tab. 1, resp. pomoci rameckt ve sloupcich pro
k od 4 do 5 a Pascalova trojahelniku z tab. 3, resp. pomoci ramecku ve
sloupci pro k = 5 a Pascalova trojthelniku z tab. 4. Odpovéd na tuto
otazku je kladnd; jde o prvky mnozin po fadé {(IV),(V),(VI),(VII)},
{(VIII),(IX)}, {(X)} souhrnné uvedené nize. (Ovétte.)
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Vsimnéme si blize rovnosti (I) az (X). Pravou stranou kazdé z nich je

rozvoj ¢isla ( ), k € M\{1}, utvoreny pomoci ¢isel ( ), (p;gl),, .., (Hi—k)’

0 < p < k;*) ozna¢me jej o(k,p).

Piiklad 2: Pravou stranou rovnosti (VII) je rozvoj o(5,1) &isla (%) utvo-
feny pomoci ¢isla (}), pravou stranou rovnosti (II) je rozvoj o(4, 2) ¢isla
(3) utvoteny pomoci &isel (3), (3).

Vcelku jednoduse lze zjistit, ze pro kazda dvé ¢isla k,p € M, p < k,
je v o(k,p) prvni séitanec tvaru (2:2:}) (i) a posledni séitanec tvaru
(Z:Z j) (”+Z5)_k), pri¢emz ,horni“ ¢isla levych éinitelii jednotlivych s¢i-
tanct klesaji v celém vyrazu po jedné, ,horni“ ¢isla pravych c¢initeld po
jedné rostou a ,dolni“ ¢isla pravych i levych ¢initeld jsou konstantni.
(Provedte si namétkovou kontrolu.) Pro kazda dvé takova ¢isla k,p je
tedy o(k,p) tvaru

[ R i) [ G s (v [ G

*) Srv. s popisky tabulek 1 az 4.
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(2000 g

i=0

strucnéji

To ale znamend, ze pro kazdé dvé pfirozena cisla k, p takova, ze p <
< k <5, 1ze ¢islo (2) vyjadfit pomoci éisla p ve tvaru (). Lze v tomto
tvaru vyjadiit éslo (}) pomoci &sla p té% pro kazda dvé celd nezéporné
¢isla k, p spliiujici uvedené nerovnosti? Snadno zjistime, Ze odpovéd na
tuto otdzku je kladnd. S timto dilé¢im vysledkem se vSak nespokojujme a
polozme si otazku, zda pro kazda tii celd nezadporné ¢isla k, n, p takova,

zep<k<n,je
n—k . .
n—p—1—4\(p+i\ [(n (1)
—~\ k-p-1 p ) \k/)

3. Nastin dukazu

Posledni otézka, kterou jsme si polozili v predchozi ¢asti tohoto
¢lanku, je pomérné narocna. V této Casti se proto nebudeme snazit na
ni rigorézné odpovédét, nybrz se omezime pouze na nékolik informaci
o tom, jak lze postupovat pti diikazu identity (1).

Pfi dikazu identity (1) lze vyuZit toho, Ze je (pomérné snadno) odvo-
ditelna z identity

zm: t—1+m—i\(n+i\ (n+m+t @)
; t—1 n ) \ n+t )’
=0
m,n € Ny, t € N, jenz pfedstavuje zobecnéni identity
" (n+i n+m+1
> ()= ®
P n n —+

m,n € Ny, kterou jsme jiz dokézali, pokud jsme vyfesili alohu 1.106
uvedenou v [1]. Dtikaz identity (1) lze tak pfevést na dikaz identity (2),
kterd — oznacime-li V (m, n, t) rovnici (2) — vyplyvéa z identity (3) a premis
(a) Vn € Ny, Vt € N:V(0,n,t),

(b)Vm,n € Ng Vt € N:V(m,n,t+1)AV(m+1,n,t) = V(m+1,n,t+1),
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kde (a) je trividlni o (b) se lze presvéd¢it pfimym dikazem, jenz sestro-
jime uzitim obecné znamé identity

n n _(n+1
(k) * <k+1) B <k+1>’
k,n € Ny, k < n. Vyplyvan{ identity (2) z identity (3) a uvedenych
premis naznacuje obr. 1.

V(0,n,2) A V(1 m,1) — V(1,n,2)

V(0,n,3) AV (1,n,2 V(1,n,3)

V(l,n,2) 2,n,1) — V(2,n,2)

V(1,n,3) AV(2,n,2) = V(2,n,3)

atd.

Obr. 1: Diagram naznacujici vyplyvani identity (2) z identity (3) a premis
(a), (b); platnost kazdé z implikaci, kde n je libovolné celé nezaporné ¢islo,
je zarucena premisou (b), rovnosti uvedené v tmavém podtisku dostaneme
ze vztahu V(m,n,1), m,n € Ny (tj. z identity 3), z téhoz vztahu, popt.
z premisy (a) dostaneme v diagramu neuvedenou rovnost V' (0,n,1), n € Ny,
a koneéné opét z premisy (a) dostaneme rovnosti uvedené ve svétlém podtisku

4. Uloha namisto zavéru
Z identity (3) lze odvodit nasledujici specidlni piipad identity (1)

ok <k:— 1+i> _ (n)
Z k-1 ) \k)’
=0

k,n €N, k <n. Ovérte.
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