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Pouceni nejen o Newtonovych bycich

Jaromir Kukal, FJFI CVUT, Praha

Abstract. The classical algebraic problem of three pasturelands and bulls is
expressed as a simple mathematical model with unknown parameters. Then,
the model is generalised for an arbitrary number of pasturelands and enriched
with the rounding of the time data. This problem results in the solution of
a system of linear inequations with the use of Fourier elimination method.
However, the given problem can also be considered a model confronted with
real data with measurement error. The article compares three ways of ba-
lancing the measurement error according to Gauss, Chebyshev and Laplace.
The model of grazing down the grass is so simple that all the three ways are
easy to perform algorithmically. This can be interesting for both the mathe-
matical experts looking for the motives for their first attempts at computer
programming and experienced computer programmers looking for new ways.

Slovni tlohy se zemédélskou problematikou nejsou vyslovené popu-
larni. Mozné je to tim, Ze jejich autofi chdpou uvedeny obor lidské ¢in-
nosti jako prilis trividlni, coz se odrazi v zadani a posléze i v feseni. Jako
nezemeédélce mé nadchla stard Newtonova tloha o bycich, ktefi spasali
prubézné dortstajici travu. Klasik fyziky v ni ukazuje jednoduchy dyna-
micky systém, ktery je mozné studovat pouze algebraickymi metodami.
Na uvedené tloze mé nejvice provokuje metodika uréeni doby vypaseni
veskeré travy v ohradé a jeji pfipadna chyba. Jejim rozborem se dé do-
spét i k pastvinadm a la Fourier, Gauss, Cebysev ¢ Laplace.

Pastevecka slovni tiloha
Traduje se, ze Newton kdysi vymyslel nasledujici slovni tlohu:

Tr byci spasou dva akry trdvy za dva dny. Dva byci spasou dva akry
travy za C¢tyri dny. Za kolik dni spase pét byki Sest akri travy?
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Problém se evidentné neda tesit usudkem pomoci piimé a nepiimé
uméry, nebot se predpokladd, Zze trédva béhem paseni dortistd. Pokud
navic vime, ze poc¢atecni zatravnéni, rychlost ristu travy a rychlost jejiho
spasani jsou konstantni, vyjde nam ve tfetim piipadé€ Sest dni. Vydal
jsem se po stopach udajné Newtonovych pastvin, ohrad, travin, krav,
byku a telat, abych zjistil, jak to bylo doopravdy.

Newtonovi byci

V roce 1707 v knize Arithmetica Universalis skutec¢né Isaac Newton
(1643-1727) formuloval problém poli a krav [1] ¢ byku, jak kdo chee, ve
kterém jsem pouze jinak oznacil proménné:

n1 bykt spase s; dili poli za ¢t; dntl

ng bykt spase so dilil poli za t5 dntl

n3 byku spase s3 dili poli za t3 dnt

Jaky je vztah mezi uvedenymi deviti celo¢iselnymi veli¢inami? Po-
kusme se na slovni llohu nahlédnout jako na jednoduchy model s nezné-
mymi parametry, které je tifeba jednoznacné urcit ze dvou pozorovani a
nasledné je aplikovat na tfeti ptripad.

Necht n,s,t € N jsou pocet pasoucich se bykt, plocha pastviny a
doba vypaseni travy. Uvedené predpoklady nas nuti zavést t¥i realné
kladné parametry modelu: po¢ateéni mnozstvi travy, rychlost ristu travy
vztazené na jednotku plochy a rychlost spasani travy jednim bykem. Po
jejich oznaceni jako a,b,c € R muzeme formulovat vztah mezi svétem
agronomie a zootechniky jako rovnost

as + bst = cnt.

Po vydéleni kladnou rychlosti paseni a zavedeni parametrt

p =
c

dostaneme rozumnéjsi vztah
ps + gst = nt. (1)

Parametry p, q jsou relativizované vychozi mnozstvi travy a relativizo-
vana rychlost rtistu travy vzhledem ke konzumac¢nim moznostem jednoho
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byka. Poc¢dteéni mnozstvi travy p je tedy vyjadieno v bykodnech na (je-
den) dil pole a rychlost ristu ¢ v bycich na dil pole. Pokud by tréva
rostla prili§ rychle a bykd bylo malo, pak to nespasou nikdy. Proto se
budeme modelem pastvy zabyvat pouze v ptripadé, kdy navic plati

q< g 2)

Tak konecné dostaneme explicitni vztah pro dobu pastvy

p
t:n ) (3)
- —q
S

ktery ocenime nejen pfi vypoctu ts3, ale hlavné pfi analyze chyby modelu
v dalsich kapitolach. Pokud uvazujeme o m ohradach soucasné spasanych
byky, pak v kazdé ohradé musi platit rovnost (1), tedy

pSk + qsity = nity pro kazdé k€ M = {1,2,...,m}. (4)

Vratme se k Newtonovi a jeho ptivodni tloze. Nejprve pro m = 2
vyfesime soustavu rovnic (4) za predpokladu to # t;. Kdyby byly obé
doby paseni stejné, tézko bychom odhalili detaily chovani pastvin. Pfi
trose trpélivosti ze dvou rovnic ziskdme oba neznamé parametry

ny Up)
S S

p=1%2 (5)
t1 1o

’I’thg n1t1
S9 S1
1 to —t (6)

Pripadnou zménou potadi prvnich dvou ohrad zajistime prvni podminku
Fesitelnosti Newtonovy alohy

to > ty.

Parametry modelu pastvy p, ¢ musi byt kladné, z ¢ehoz plynou dalsi dvé

podminky
mo_ n2

S1 52
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nats  mts
52 S1
Ctvrté a posledni podminka dand Newtonovou tilohou je rovnost (1) pro
tfeti ohradu
ps3 + gssts = ngls,
kde dosazenim za parametry z (5) a (6) ziskdme pozadovanou hlavni
vazbu mezi celoc¢iselnymi veli¢inami, jejizZ odvozeni je ponechéno ¢tenafi.
Po navratu ke konkrétni tloze v predchozi stati nalezneme hodnoty
parametrit modelu p = 2, ¢ = % Nastésti je ¢ relativné malé, tedy trava
moc rychle neroste, a tak ze vztahu (3) koneéné uréime ¢t = t3 = 6.

Obecny model se zaokrouhlovanim

Chceme-li se dostat vpred, miuzeme jit cestou zobectiovani nebo zpo-
chybnovani puvodniho zadani tlohy. Rozumnym cilem je pokusit se na-
1ézt neznamé parametry p, ¢ modelu (3) z ¢iselnych tdajt o m > 2 past-
vinach. Ptiklad konkrétniho zadani pro ¢tyfi pastviny je uveden v tab. 1.

k| np | sk | ts
1] 3 2 2
2| 2 2

3| 5 6 6
41 5 8 | 11

Tab. 1: Vychozi data o pastvé

Prvni tfi fadky pouze opakuji zadani a feSeni ptuvodni slovni tlohy a
nejsou v zadném vzajemném rozporu. Ten vSak nastava ve ¢tvrté ohradé,
ktera by podle Newtona méla byt hola aZ za 16 dnti. S po¢tem byku tézko
néco nadélame, ale rozloha pastviny a doba pastvy mohou byt v praxi
realné kladné veli¢iny. Presnost urceni rozlohy pastvin nehodldm zpo-
chybnovat. Horsi to bude s dobou pastvy. Dobytek se pase, pouze kdyz
vidi, co Zere, tedy ne v noci. Pokud osoba stanovujici dobu paseni bydli
daleko, pak neslysi piipadné buceni hlady. Kdyz navic chodi kontrolovat
stada kazdy den za usvitu, pak vlastné zaokrouhluje nahoru dobu paseni
na nejblizsi celé ¢islo. Tomu odpovida komplikovanéjsi model
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opét s kladnymi parametry a omezujici podminkou (2). Pro kazdou pas-
tvinu pak musi platit

a navic jesté
N
— >q. (7)
Sk
Po vynésobeni kladnym jmenovatelem dostaneme spolu s (7) soustavu
linearnich nerovnic

(%—q)(tk—l)<p<(z—:_Q>tk (8)

Sk

pro kladné nezndmé p a gq. Pro t; € N plynou z nerovnosti (8) automa-
ticky i (7), takZe je zbytec¢né je zahrnovat do soustavy nerovnic. Soustavy
linedrnich rovnic umime fesit naptiklad eliminacni metodou, ale co s os-
trymi a neostrymi nerovnicemi?

Fourierova metoda feSeni soustav linearnich nerovnic

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) se proslavil nejen svymi fa-
dami, integralem, transformaci a metodami feSeni parcidlnich diferenci-
alnich rovnic, ale i jednou malickosti, kterou obvykle tajime i studenttim
vysokych skol. Diky Fourierovi umime fesit soustavy linearnich rovnic a
nerovnic [2] tak, Ze ze soustavy o N nezndmych zkonstruujeme soustavu
o N — 1 nezndmych. Pokud to neni realizovatelné, pak soustava nemé
feSeni.

V prvni fazi Fourierovy metody se zaméfime na rovnice v soustave.
Pokud tam vibec néjaké jsou, pak vybereme libovolnou rovnici a vyja-
dfime z ni libovolnou obsazenou proménnou w. Takto vyjadfenou pro-
ménnou w dosadime do zbyvajicich rovnic a nerovnic a upravime je. Tak
se pocet rovnic a proménnych zmensi o jednu a pocet nerovnic se neméni.
Pokud je soustava FeSitelna, pak se nam takto podaii ,,odstranit“ nékolik
proménnych a vSechny rovnice, coz jste jisté ¢ekali. Mnohem zajimavéjsi
je nasledujici postup, tj. eliminace proménnych z nerovnic.

Ve druhé fazi Fourierovy metody vybereme libovolnou proménnou w,
ktera se vyskytuje ve zbylych nerovnicich. Pokud se v nékteré nerovnici
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vybrana proménna w nevyskytuje, pak ji nechame beze zmény. Ve zby-
Ijch nerovnicich proménnou w osamostatnime. Tak dostaneme nerovnice
Ctyt typua

w < Ay, 9)
w < By, (10)
Ck < w, (11)
Dy < w, (12)

kde Ay, By, Ck, Dy jsou linearni funkci zbylych proménnych. Nerovnice
typu (9) a (10) jsou vlastné horni odhady proménné w, zatimco v pii-
padech (11) a (12) jde o odhady dolni. Pokud chybi v soustavé nerovnic
horni odhady w, pak eliminace Gspésné skoncila. Obdobné je tomu pii
absenci dolnich odhadt. Ve zbylém pfipadé jsme povinni zkombinovat
v8echny dolni odhady (indexované pomoci j) se v8emi hornimi odhady
(s indexem k). Tak vznikne nové soustava nerovnic neobsahujicich pro-
ménnou w a obsahujici nerovnice typu

C; < Ag,
C; < By,
Dj; < Ay,
D; < By,

které vznikly z (9), (10),(11) a (12) s¢itanim.

Hlavni nevyhodou Fourierovy metody je obecné velky pocet nerovnic,
které v pribéhu feseni vznikaji. To je hlavni divod, pro¢ upadla téméf i
pravem v zapomneéni. Jedinou vyjimkou jsou soustavy nerovnic s malym
poctem neznamych, coz je i ten nas zaokrouhleny hovézi problém.

Fourierovi byci

Vyzbrojeni starou, ale témér zapomenutou metodou se mtizeme pustit
do soustavy nerovnic (8) pro dvé kladné nezndmé. Jde o soustavu 2m
nerovnic, kterou pomoci Fourierovy eliminace proménné p prevedeme
na soustavu m? nerovnic obsahujicich pouze proménnou ¢. Laskavému
¢tenafi doporucuji obecny postup provéfit na datech z tab. 1 a téch
8 nerovnic pro p a g, resp. 16 nerovnic pro ¢ si napsat a upravit. Nasim
cilem je tlohu o Fourierovych bycich vyfesit obecné, tj. zjistit, kdy méa
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viibec feseni, definovat mnozinu vsech feseni a urcit konkrétné jedno
z nich.
Pro vSechny dvojice indexti j, k € M dostaneme eliminaci p soustavu

nerovnic
n; . Mk
— — t,—1) < — — tr.
(Sj q)(g ) J(Sk q) k

Ekvivalentnimi tipravami z ni dostaneme
Uik g < v < vk, (13)

kde ;
n; kN
uje =1—tj+te,  vi=(1—-t;)=———.
Sj Sk

Nerovnice (13) uréuji nejen horni a dolni meze pro parametr g, ale i
feSitelnost tlohy. Stac¢i urcit nékolik extrémnich hodnot
To = min {v; 1; u;r = 0},
Ty = min {vjx/u;k; ujk >0},
Ty = max {v; /u; k; w;p < 0},
T3 = max (0, T3).

Pritom musime mit na paméti, Ze minimum z prazdné mnoziny hodnot
je 400 a analogicky maximum z téZe mnoziny je —oco. Uloha o Fourie-
rovych bycich mé feSeni, pravé kdyz To > 0 A T3 < T;. Tim je zaroven
urden pripustny interval hodnot parametru g, nebot T3 < g < T3. Pro li-

bovolné pfipustné ¢ je parametr p zdola i shora omezen nerovnicemi (8),
pomoci kterych snadno uré¢ime horni a dolni obalku jako funkce

) =min { (2 =) ts ke b}

g(q):maX{(Z—:—q) (ty — 1); keM}.

Mnozinu v8ech fesen{ dané tlohy tvofi konvexni mnohotihelnik (dokazte),
kterému nepatii nékteré strany a vrcholy (které?). Uvedend mnozina je
popsana vztahem

S =1{(¢,p) € R* g(q) < p < f(q)}.
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Pokud chceme ur¢it jednoduse libovolné pripustné feseni, pak staci zve-
fejnit naptiklad

q=(T1 +12)/2,

p=(f(9) +9(9))/2-

V tab. 2 vidime pro srovnani vysledky identifikace parametrit Newtono-
vych, Fourierovych a dalSich byku spolu s chybou e, ktera je u Fourie-
rovych bykt jesté nulovd, nebof jsme se po zaokrouhleni presné trefili
do zadanych dob paseni. Na obr. 1 vidime celou mnozinu pripustnych
feSeni S. Vlivem ¢tvrté ohrady, kde se byci dlouho nepésli, jsme nuceni
pripustit, Ze trava zas tak rychle neroste, nebot pro vSechny prvky z S
evidentné plati ¢ < %

byci a la P q e t1 to t3 ty
Newton |2,0000 |0,5000 |5,0000 2 4 6 16
Fourier |2,0825 |0,4288 |0,0000 | 2 4 6 11
Gauss |2,4705 |0,4014 |0,2820 |2,2487 | 4,1269 |5,7192 | 11,0473
Cebysev |2,4551 | 0,4067 | 0,2457 | 2,2457 | 4,1379 | 5,7543 | 11,2457
Laplace |2,3571 | 0,4107 |0,5865 |2,1639 | 4,0000 |5,5775 | 11,0000
Tab. 2: Odhad parametri modelu
22
215
211
p

2.05F

1.951

0.42

0.43 0.44

q

Obr. 1: Mnozina feseni Fourierovych byku
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Kdy se napasli aneb chyba méfeni ¢asu

Je na case si odpocinout od nerovnic, ale zlstat jesté na pastvinach.
Zapomeneme pii tom na zaokrouhlovani a vratime se k modelu (3). Bu-
deme predpokladat, ze mame k dispozici zkuseného pastevce, ktery ze
stavu porostu nebo zoufalého chovani stada dovede urcit piesnou dobu
vypaseni veskeré travy v ohradé, coz nutné nemusi byt prirozené cislo.
Kazdopadné jde o méfeni ¢asu (relativizované konstantni délkou dne),
takze je nutné brat ohled na chybu méfeni, kterd rovnéz muize vysvét-
lovat rozpory v tab. 1. Chybu méfeni muzeme chapat jako rozdil mezi
praxi a teorii. Praxe je zde reprezentovana namérenymi dobami paseni,
avSak teorie je ddna modelem (3). Z toho plyne okamzité chyba v k-té

ohradé jako rozdil

p
Ak:tk_nki

Sk
Opét jsme omezeni na kladné hodnoty parametri a navic je tieba, aby
ve vSech ohradach platil vztah (7). Existuji tii zdkladni pfedstavy, jak
formulovat celkovou chybu méfeni, které se uplatiiuji pfi ur¢ovani para-
metrd modelu z namérenych dat.

(14)

Gaussovy ohrady vyzaduji numerické feseni

Johann Carl Fridrich Gauss (1777-1855) se proslavil v mnoha oborech
matematiky a fyziky. V oblasti matematické statistiky je znamé Gaus-
sovo normalni rozdéleni a s nim souvisejici teorie méfeni. Z ni vyuzijeme
metodu nejmensich étvercii [3]. V pfipadé Gaussovych byku se budeme
snazit nalézt minimum souctu ¢tverctt odchylek

SSQ(q,p) =Y A (15)
k=1

vzhledem k odhadovanym parametrm p a q. Model (3) je linedrni viéi
parametru p, ale nelinearni vici q. Z toho plyne, ze parametr ¢ budeme
schopni urcit pouze numericky.

Po zavedeni pomocné veli¢iny

Nk
Tk = — —4 (16)
Sk
upravime (15) na tvar
m m m m
SSQgp) =Y (e —pr ") =Y th =2y trxy +p° Y ;7
k=1 k=1 k=1 k=1
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coZ je pro pevneé zvolené ¢ kvadraticka funkce p s minimem v bodé

STt
b= SO(Q) = kmli_kg
k=1 Tk

To je cesta, jak zmensit dimenzi optimalizované funkce (15) na jednoroz-
mérnou funkei F(q) = SSQ(q, ¢(q)) a zabyvat se jejim systematickym
vy¢islovanim pro

0 < g <min{ng/sp;k € M} (17)

s vyuzitim pocitacovych programt. Ve statistice je vSak zvykem prevadét
SS5Q na odhad chyby modelu e jako smérodatné odchylky pro m — 2
stupnu volnosti podle vztahu

[ 8S5Q
e=4/——.
m — 2
Na obr. 2 vidime zavislost chyby modelu e na parametru ¢, ze které byly
na pocitaci uréeny optimalni hodnoty parametr uvedené v tab. 2. Pro
kontrolu spravnosti feseni je na obr. 3 znazornéna vrstevnicovd mapa

chyby modelu e(q, p) s rozteéi vrstevnic 0,02 a polohou numericky nale-
zeného minima.

05

0 L L L L L L L L L
03 032 034 036 038 04 042 044 046 048 05
q

Obr. 2: Chyba modelu pro Gaussovy pastviny
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2.6

25

245

2.4

2.35R

2.

3 > h
0.39 0.395 0.4 0.405 0.41 0.415 0.42
q

Obr. 3: Vrstevnicova mapa smérodatné odchylky

Cebysevovy pastviny a jina soustava nerovnic

Pafnutij Lvovi¢ Cebysev (1825-1894) prisel s jinou koncepci chyby
modelu, kterd nas opét privede k soustavé nerovnic.

V teorii aproximace pozadoval Cebysev, aby v absolutni hodnoté nej-
vétsi chyba modelu (14) byla vzhledem k parametrim modelu mini-
malni [4], coz je nékdy nazyvano principem minimaxu. Tomu odpovida
minimalizace jinak definované chyby dané vztahem

e(p,q) = max {|Ax|; k € M}. (18)

Opét budeme tlohu fesit pro pevnou hodnotu parametru ¢ omezenou
podminkou (17). Pro kazdou ohradu a maximalni chybu e musi platit

—e <t —

Tk < +e.

Sk

S vyuzitim (16), (17) a po ekvivalentnich upravach dostaneme soustavu
linearnich nerovnic pro kladné neznamé p a e ve tvaru

zp(ty —e) <p < xp(ty + e).

Jde opét o soustavu 2m linearnich nerovnic o dvou neznamych, ze které
Fourierovou metodou snadno eliminujeme parametr p a ziskame soustavu
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m?2 nerovnic

z;(t; —e) < wp(te + ).

Po ekvivalentnich tpravach dostaneme dolni odhad chyby

0> Tty — Tty
ozt

Ma3a-li byt chyba e minimalni vzhledem ke ¢, pak rovnou mame

Tty — xply .
e= =max ¢ ———;j ke M ;. 19
1(q) { o T (19)
Optimalni hodnota parametru ¢ byla opét uréena numericky z grafu na
obr. 4. Parametr p dopo¢teme snadno ze vztahu

p=min{xg(tp +e€);k € M} (20)

a polohu minima opét ovéfime ve vrstevnicové mapé na obr. 5. V tab. 2
si povSimnéte, ze ve tfech ohradach je absolutni hodnota chyby mo-
delu stejnd, coz je typicka vlastnost CebySevovy aproximace, kdy pocet
stejnych maximalnich chyb musi byt vétsi nez pocet parametri modelu.
Uvedeného faktu si pozdéji v§iml Jevgenij Jakovlevi¢ Remez (1895-1975)
a formuloval pfislusné rovnice [5]. V naSem pfipadé pouzijeme tfi ohrady
se vzajemné ruznymi indexy i, j,k € M a budeme u nich predpokladat
chybu aZ na znaménko rovnou e. Snadno nahlédneme, Ze vSechny tii
chyby nemohou mit v optimalnim pf¥ipadé stejné znaménko. Ve dvou
ohradach zvolime chybu rovnou +e, ale ve tieti nutné —e. Tak dosta-
neme soustavu t¥i nelinedrnich Remezovych rovnic

ti— ; = +e,
ol
p
ti — 75 = te,
-~ —4q
Sj
p
tr N = —€,
Pl

kterou snadno prevedeme na soustavu t¥i kvadratickych rovnic. Celkové
v8ak musime vySetfit m(m — 1)(m — 2)/2 trojic ohrad a uréit prostym
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porovnanim tu, kterd ma minimalni chybu (18). Aplikaci na nase ¢tyfi
ohrady ziskdme dvanact Remezovych soustav a nejlepsi feseni se shoduje
s numerickym podle (19) a (20).

0 L L L L L L L L L
03 032 034 036 038 04 042 044 046 048 05
q

Obr. 4: Chyba modelu pro Cebysevovy ohrady

2.6

Obr. 5: Vrstevnicovd mapa maximéalni chyby
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Laplaceova prekombinovana telatka

Jiné pojeti chyby méfeni navrhl Pierre Simon de Laplace (1749-1827),
kterého zajimala minimalizace priimérné absolutni hodnoty [6] odchylky
dané vztahem

e(p.q) =) 1Ak (21)
k=1

Tomu odpovidé dvoustranné exponencialni, neboli Laplaceovo rozdéleni
chyby. I zde existuje jednoduchy trik zalozeny na faktu, ze pocet nulovych
chyb optimalniho feseni je nejméné roven poctu neznamych parametri.
Pak se nabizi jednoduchy postup, kdy pro vsechny dvojice ohrad ur¢ime
parametry p a ¢ ptivodni metodou podle Newtona s vyuzitim vztaht (5)
a (6) a jejich analogii pro dalsi dvojice ohrad. Opét nas bude zajimat ta
kombinace ohrad, kterd vede na minimalni hodnotu primérné absolutni
chyby (21). Vysledné optimalni hodnoty jsou uvedeny v poslednim fadku
tab. 2 s vyznacenim dvou bezchybnych ohrad.

Pro nazornost je opét uvedena vrstevnicovd mapa primeérné chyby
s polohou jejiho optima na obr. 6. Doufam, ze vas oslovila jednoduchost
minimalizace (21), kterd souvisi s nulovymi body funkei s absolutnimi
hodnotami.

26

255K

251

245

24

2351

23 h h h h
0.39 0.395 0.4 0.405 0.41 0.415 0.42

q
Obr. 6: Vrstevnicova mapa stfedni chyby Laplaceovych telat
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Zavér

Parkinson kdysi fekl, ze kazdy jednoduchy problém ma tendenci sam
sebe zkomplikovat natolik, aby se posléze stal prakticky nefesitelnym.
Modifikaci Newtonovy tlohy o bycich se ndm to madlem stalo, nebot
pouze Fourieriiv, CebySeviv a Laplacetiv dobytek vede na explicitné Fe-
Sitelné ulohy o m ohradach. V piipadé Gaussovych byka radéji dame
prednost numerickému Feseni jednorozmeérné optimalizacni tlohy. Po-
kud bychom chtéli analyzovat uvedenym zpisobem skutecnou dynamiku
ristu travy a jejiho spasani s rtizné plnym zaludkem, pak bychom mu-
seli vice studovat modelovani biologickych systémi, formulovat ptislusné
diferencialni rovnice a konec¢né hledat jejich neznamé parametry na po-
¢itaci. To by sice prekrocilo ramec ¢lanku, ale numericky fesitelné by to
rozhodné jesté bylo.

Vérim, ze byci tlohy oslovi i IT komunitu, kterad si s jejich pomoci
muize procvicit vyrazy, vétveni, cykly ¢i dokonce symbolické vypocty
v libovolném programovacim jazyce.
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