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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Chvala struktur

Edita Pelantovd, FJFI CVUT, Praha
Stépdn Starosta, FIT CVUT, Praha

Abstract. Mathematical problems published in newspaper weekend supple-
ments may offer not only entertainment but also an inspiration for studying
interesting mathematical objects. The article discusses the solution of one of
these problems from linear algebra perspective.

Mnoho denikt ve svych vikendovych piilohédch nabizi ctenadftm jed-
noduché logické a matematické tlohy, jejichz feseni zpravidla odménuje
malou vyhrou. Ze matematika mtize slouzit i k pobaveni, vi hodné lidi,
a to navzdory ¢asto opakovanym vychlouba¢nym vyroktm tzv. celebrit
o tom, jak jim matematika ve $kole nesla.”) Matematicka rekreace — ter-
min, ktery po léta pouZiva pro svoji rubriku v ¢asopise Scientific Ame-
rican Ian Stewart — bavi i nds Cechy. V tomto piispévku predstavime
jeden typ rekrea¢ni tlohy. Na ni se pokusime nastinit, co vede matema-
tiky k tomu, aby definovali abstraktni objekty — matematické struktury,
a pak studovali jejich vlastnosti. A abychom nezutstali pozadu za jinymi
Casopisy, v zavéru formulujeme rekreacni tlohu pro Ctenare. Prvni tii
fesitele cekd odména v podobé popularni knihy o matematice.

Magicky ¢tverec

Ve vikendové piiloze deniku MF Dnes dne 2. 2. 2013 byla otisténa
tato tloha: Soucet c¢isel ve vsech Taddch, sloupcich i v obou uhloprickdch
je vidy stejny. Vypoctéte a doplnite chybejici cisla na obr. 1.
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Obr. 1: Zadani ulohy

*) V prekladu: ,Umim se ucit zpaméti, ale ne logicky myslet.“
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Ctverci s takto vepsanymi &isly se ¥iké magicky étverec. Nez se pustime
do hledani feseni, zamysleme se, kolik feseni bude existovat. Nenechame
se pritom zmast faktem, Ze v novinach je uvedeno jediné feseni.

Je feseni jednoznacné?
Na okamzik (ten bude docela dlouhy) zapomeiime, jaka ¢isla jsou uz
ve Ctverci vepsand a vnimejme pouze jejich umisténi (obr. 2).

Obr. 2: Umisténi ¢isel v zadani tlohy

Prvni pozorovani: Rozmistén{ poli¢ek s pfedepsanou hodnotou (v Se-
dém srafovani) se nezméni, kdyZ cely Gtverec oto¢ime kolem jeho stfedu
o 180 stupnii.

Druhé pozorovani: Do policek Gtverce lze vepsat ¢Gisla 0 a 1 tak, Ze
soucty ve vSech fadcich, sloupcich a na diagonalach jsou rovny 1, a pfitom
je na kazdém Srafovaném policku vepsand 0 (obr. 3).

0 0|1
110
110
ot 0 Obr. 3

TFeti pozorovani: Z prvniho pozorovéani usoudime, Ze obr. 3 mé svého
symetrického kamarada se stejnou vlastnosti (obr. 4).

0 110
011
011
Lo 0 Obr. 4
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Pred uvedenim dal$iho pozorovani si zavedeme dvé operace se ¢tverci,
které se nam budou hodit. Prvni operace je nasobeni ¢tverce ¢islem ¢ —
vysledkem je ¢tverec, ktery ma vSechny hodnoty na vsech polickach vy-
nasobeny ¢islem ¢. Na obr. 5 je uvedeny pfiklad.

0O(1(2|3 0(24]|6
5. 11-21310 _ 2 —4|16 1|0
213|101 416102
3101 |-2 6102 |4

Obr. 5: Priklad nésobeni ¢tverce ¢islem 2

Druhou operaci je soucet dvou ¢tvercti. Jeho vysledkem je ctverec,
ktery vznikne tak, Ze na kazdé jeho policko umistime soucet Cisel ze
stejnych policek ve s¢itanych ¢tvercich, viz priklad na obr. 6.

ol1]2]3| [3]2]1]o0 3/3(3]|3
3l —2|-1] 0 12030l [-2l0]2]0
olololol 1=l olzlol =020
vl [~tlo]1]2 0ol1]2]3

Obr. 6: Priklad séitani ¢tvercu

Ctvrté pozorovani: je struéné zachyceno nasledujici rovnosti:

0 011 0 110
vybrané 110 011 nové
fegeni 5 ti ~ feseni
110 0|1
011 0 110 0

(1)

Shriime naSe pozorovani: Nalezneme-li jedno feSeni ulohy, miZzeme
volbou parametru ¢ a s najit libovolny pocet dalsich feSeni. Asi nezjis-
time, zda si autor ulohy a otisténého feSeni byl védom tohoto faktu.
Vsimnéme si, ze tento zavér plati bez ohledu na to, jaké konkrétni hod-
noty autor zvolil pro vysrafovana policka.
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Existuje vabec néjaké reseni?

Takze zbyva zjistit, zda tloha ma alespon jedno feseni. I kdyz to
v zadani tlohy neni uvedeno, fesSeni, ve kterém jsou policka zaplnéna
kladnymi celymi ¢isly, se nam jisté libi nejvice. Pfesto na chvili pova-
Zujme za TeSeni jakékoliv doplnéni ¢tverce redlnymi Cisly pii zachovani
rovnosti fadkovych, sloupcovych a diagonalnich souc¢ti. Hledejme tedy
néjaké takové feseni. Z pfedpisu (1) pro konstrukci novych feseni plyne,
zZe z libovolného feseni ziskdme vhodnou volbou realnych parametri ¢ a s
nové feseni s nulami v poslednich dvou polickach tf¥etiho Ffadku.

Hledani nového feSeni zapo¢neme doplnénim dvou nul na posledni
dvé policka tietiho fddku (obr. 7). Takové Feseni mé soucet 3. fadku 19
a tento soucet musime ctit pri dalsim doplnovani. Nutné tedy vepiseme
¢islo —4 na zacatek tfetiho sloupce (obr. 8).

1
—4
0 0 |« 0 0
Obr. 7 Obr. 8

Pozadavek neménného souc¢tu ndm neumozni pfimo doplnit dalsi po-
licko. Ozna¢me proto hodnotu v pravém hornim poli¢ku napf. 2 (obr. 9)
a vyjddfeme pomoci této neznamé hodnoty dalsich policek.

—4 T

Obr. 9
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Na obr. 10 sipky naznacuji, které soucty jsme dopocitavali.

—|9—=x —4 T
0 0
—T 2—x
.1
A T Obr. 10

Jesté doplnime posledni fadek a prvni sloupec. Zbylou neznamou hod-
notu oznac¢ime <» (obr. 11).

9z 4| =z
2z | €
0 0
—T |[4+2z 2—x
Obr. 11

Zbyva doplnit 2. policko v 2. fadku (graficky oznaceno <»). Aby soucet

¢isel 2. fadku, 2. sloupce a diagonaly (v tomto pofadi) byl pokazdé 19,
musi platit

$=-8-2z, $=-8-2z a {$=22+8 (2)

Tomuto pozadavku vyhovuje jediné x = —4. Po dosazeni této hodnoty
za neznamou x ziskame TeSeni na obr. 12.

13|14 |-4| -4

-8 0 |10 ]| 17

01910710

Obr. 12
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Trva-li zadavatel na fesSeni s kladnymi hodnotami, stac¢i upravit toto
feSeni pomoci vztahu (1) za pouziti libovolného ¢ > 8 a s > 4. Napft.
volbou t = s = 9 dostaneme feseni na obr. 13.

13(14| 5|5
11911017
10091919
135|136

Obr. 13: Jedno z feSeni s kladnymi prvky

Magicky ¢étverec a rovina

Protoze nezndmé x byla uréend rovnicemi (2) jednozna¢né, mizeme
tvrdit, ze kazdé feSeni tlohy o magickém ctverci lze napsat ve tvaru

13|14 |—4|-4 0j0|0|1 0j0|1]0

—8| 0 |10|17 11000 0]1]0]0
+s +t-

10191010 0j0|1]0 060|001

4 |—4|13| 6 0j1)01|0 11000

S analogicky zapsanymi mnozinami se setkavaji i studenti stfednich
gkol. Body roviny v tfirozmérném prostoru popisujeme bud pomoci rov-
nice, kterou musi kazdy jeji bod (z,y, z) spliiovat, nap¥f. 2z 43y — 2z = 5,
nebo rovinu popisujeme parametricky. P¥i parametrickém popisu zvolime
pevné jeden bod roviny a obecny bod (x,y, 2) je pak vyjadfen pomoci
soustavy rovnic se dvéma realnymi parametry, napt. s a t. V piipadé
roviny

2r4+3y—2z=5

je jejl parametricky popis
(z,y,2) = (1,1,0) + s(1,0,2) + £(0,1,3), s,t €R,

coz lze také zapsat:
r=1+s
y=1+1
z=2s+3t, s,teR
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Mizeme tedy Fict s trochou nepresnosti, Ze feSeni nasi tlohy magic-
kého ¢tverce tvori rovinu v jakémsi prostoru.

Podobné bychom mohli ukazat, ze kazda posloupnost cisel a1, as,
as, - .., jejiz ¢leny splnuji rovnost

Gpt2 = Gpt1 +an +1 pro kazdé n € N, (3)

ma n-ty ¢len tvaru

an=—1+s <1+2\/g> +t (1_2‘/5>

(Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt napf. v [2].) A tedy opét mnozina po-
sloupnosti vyhovujicich rovnosti (3) tvoi rovinu v prostoru vSech po-
sloupnosti. Roli ¢tverci z obr. 3 a obr. 4 ted hraji posloupnosti s ¢leny

1+\/5 n 1_\/5 n
7 , resp. 7

Konstantni posloupnost z ¢isel —1 pak vystupuje v roli ¢tverce z obr. 12.

V matematice obdobnd situace nastava ¢asto. Objekty rizné povahy
a riuzného puvodu vykazuji piibuzné chovani. Matematici pak identifi-
kuji vlastnosti, které tuto pfibuznost vynucuji. Tak byly ve 30. letech
definovany abstraktni vektorové prostory a zacalo jejich intenzivni zkou-
méani. Jeho vysledky jsou dnes zahrnuty v oblasti matematiky znamé
pod nazvem linedrni algebra (pro vice informaci o linearni algebtfe dopo-
rucujeme skripta [1]).

Vse, co matematici odvodili pro obecné definovanou rovinu, lze pou-
Zit pro kazdou mnozinu (at pochdzi z jakychkoliv tloh), kterda vyhovuje
obecné definici roviny. Lze tedy fici, ze matematika je véda o struktu-
rach, tj. o objektech popsanych svymi vlastnostmi, tzv. axiomy. Nékteré
struktury byly zavedeny hodné davno, jako nap¥. grupy, definované Eva-
ristem Galoisem (1811-1832) a Nielsem Henrikem Abelem (1802-1829)
na pocatku 19. stoleti. Jiné struktury, napf. kategorie, se objevily az ve
druhé poloviné 20. stoleti.

V kazdém pripadé, struktury pomahaji porozumét podstaté matema-
tickych jevli — a matematici je miluji, nehledé na to, zda to jsou struktury
nové nebo staré.
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Matematicka rekreace pro pokrodéilé

N&s navod na feSeni tlohy vedl k nalezeni ,,pékného* feSeni, kdy
vsechna policka jsou vyplnéna pfirozenymi ¢isly. Pozorny ¢tenaf si jisté
v8iml, Ze v pribéhu feseni nas potkalo trikrat stésti.

Poprvé, kdyz dvé rovnice (2) pro jednu nezndmou z mély FeSeni; vedly
totiz na jedinou rovnici

2x — 8 =8 —2z.
Podruhé, kdyZ tato rovnice méla celo¢iselné feeni (v naSem piipadé
x = —4).
Potreti, kdyz po dosazeni za proménnou x = —4 jsme dostali v pravém

dolnim rohu 6 a v levém hornim rohu 13, tedy kladné hodnoty. Tato
policka totiz nelze pomoci parametri s a t nijak ménit.

Uloha pro &tenéafe

Rekrea¢ni tloha pro ¢tenafe Rozhledd proto zni: Popiste pfirozenad
¢isla A, B, C, D, E a F, pro kterda md stejnd uloha TeSeni v prirozengch
¢islech (obr. 14). Jinymi slovy, popiste viechny Sestice pfirozenych éisel
A, B, C, D, E a F, které zadavatel mohl vepsat do Sesti Srafovanych
policek tak, aby zachoval existenci ,peknéeho* resend.

Sva feseni posilejte na adresu redakce casopisu.

Obr. 14: Zadéani rekreac¢ni ulohy
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