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MATEMATIKA

Aproximace geometrickych posloupnosti

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. The article deals with the problem of determining the maximal num-
ber of regions of a given circle that can be obtained by connecting n points of
that circle by straight lines. The respective sequence suggests the way of appro-
ximating geometric progressions by arithmetic progressions of higher orders.

Zacnéme zdanlivé jednoduchou tlohou tykajici se n obecné poloze-
nych bodt By, Ba, ..., B, (v tomto pofadi) na dané kruznici. Tyto body
propojme navzajem tétivami B;B;, 1 <1i < j < n (obr. 1).

Obr.1: pu(6) =31, w(7) =p(6) +1+5+7+7+5+1=57
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Takovych tétiv vedenych z bodu B; do bodt By, j > 1, je tedy

, n(n —1) n
(n—1)+(n—2)+---+(z—1)+---+2+1+0=Tz(2).

Stejné snadné je nalézt pocet vSech trojuhelniki, jejichz vrcholy lezi
v bodech By, Bs,...,B,. Vidime, ze jich je (}). Podobné snadno ur-
¢ime pocet vSech priiseciki téchto tétiv. Kazdy takovy priisecik je urcen
dvéma riznymi tétivami, tedy ¢tverici bodi, a téchto ¢tveric je (Z)

Uloha nalézt maximalni pocet oblasti, které jsou v kruznici uréeny té-
mito tétivami, uz tak snadnd neni. Oznaéme tento pocet p(n). Je ziejmé,
ze pron = 1 je takovou oblasti cely vnitiek kruznice, tj. (1) = 1. Stejné
snadno vidime, ze u(2) = 2, u(3) = 4, u(4) =8, u(5) = 16. Obr. 1 uka-
zuje (patrné k nasemu piekvapeni), Zze p(6) neni ocekdvanych 32, ale 31,
a ze p(7) = b7.

K vypoctu p(n) pouzijeme posloupnost rozdili

Ai(n)=pn+1)—pu(n) pron=1,23 ...

Tedy Al(l) = 1, A1(2) = 2, A1(3) = 4, A1(4) = 8, A1(5) = 15, .. a

() = (1) + 3 A1)

Obecné muzeme vycislit hodnotu Aj(n — 1) nasledujicim zcela na-
zornym zpusobem. UvaZujme p(n — 1) oblasti urcenych tétivami mezi
body Bi, Bs,...,B,_1. Kazda tétiva vedena z bodu B, rozdéli exis-
tujici oblast, kterou prochazi, na dvé oblasti. Pocet takto nové vytvo-
fenych oblasti je tedy urcen poctem prusecik této tétivy s tétivami
ur¢enymi body Bj, Bs, ..., B,_1. Oznacime-li pro kazdou tétivu B, B,
t=1,2,...,n—1, pocet pruseciki w(t), zvétsi se pocet oblasti o n(¢)+1.
Tétiva z bodu B,, do bodu B; zvétsi pocet oblasti o jednu, tétiva B, By
on—2=1+4 (n—3), nebot protind n — 3 tétiv z bodu B; do bodu
B3, By,...,By_1 (pro n = 7 viz obr. 1). Podobné tétiva B, Bs zvétsi
pocet oblasti 0 2n —7 = 14+ 2(n—4), nebot protind n —4 tétiv z bodu By
an —4 tétiv z bodu Bs. Pro libovolné 1 <t < n — 1, tétiva B, B; zvétsi
podet oblasti o (t — 1)n —t2 +2 = 1+ (t — 1)(n — t — 1); tento pocet
je uréen n —t — 1 priseciky s kazdou z tétiv z bodd Bi, B, ..., B;_1.
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Celkem tedy pro Aj(n — 1) dostavame vyraz

Ai(n—1)=) [(t—1)n—1*+2] =

:%n(n—l)(n—2)—

= %(n_ )(n? — 5n + 12).

Cely proces je pro 1 < n < 20 ilustrovan na obr. 2 na str. 5, ktery
vyznaduje specidlné pfipad n = 7 (s odkazem na obr. 1). Odtud

p(n) =pwl)+ A1) +A1(2)+ -+ Ai(n—1) =

TLl 17L n 171’L
—(t—-1D(t*=5t+12) =1+ = TR N R t—2n =

1

=3 (n* — 6n® 4 23n? — 18n + 24). (1)

Podotknéme, ze jsme zde uzili znamych soucti
Zt?’ 2(n+ 1) th n(n+1)(2n +1),

které 1ze snadno odvodit. Vzorec (1) lze pro pu(n) pfepsat do tvaru

W@ e

kde (7) = 0 pro n < ¢. O rovnosti (1) a (2) se miZeme presvédeit
vypoctem. Definujeme-li
Ay(n) = Ay(n+1) — Ay(n), As(n) = Ax(n+ 1) — Ag(n),
A4(7’l) ZAg(Tl+1) —Ag(n), A5(TL) :A4(n+1)—A4(n),
zjistime, Ze Aqg(1) = Az(1l) = Ay(1) =1 a Az(n) = 0 pro kazdé n =
-1,2,...

Pro lepsi porozuméni dané problematice je dobré seznamit se s teorii
aritmetickych posloupnosti vyssich ¥ad (viz napt. [1], [2], [3], [4]).
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Posloupnost (A4(n)) je nenulova stacionarni posloupnost (aritmetickd
posloupnost fadu nula), posloupnost (Asz(n)) je aritmetickd posloup-
nost znadmé ze Skolni vyuky (aritmetickd posloupnost prvniho fadu),
(Az(n)) je aritmetickd posloupnost druhého Fadu, (A;(n)) je aritme-
tickd posloupnost t¥etiho fadu a nase posloupnost (u(n)) je aritmeticka
posloupnost ¢tvrtého radu. Jeji n-ty clen lze tedy vyjadiit ve tvaru

iy =u) (" ) () e (M) +

+A3(1)(”;1) + A1) (”;1>

(")) ) () (1) -
() () ()

A nyni se dostavame k titulu naseho ¢lanku. V nasem ptikladu jsme
yaproximovali“ konefnou geometrickou posloupnost a; = 1, as = 2,
as =4, ay = 8, a5 = 16 aritmetickou posloupnosti (u(n)) étvrtého radu.

Stejnym zplisobem miZeme aproximovat libovolnou konecénou geome-
trickou posloupnost a1 = 1, a2 = ¢, a3 = ¢%, as = ¢>, ..., ap, = ¢" 1,
q # 1, aritmetickou posloupnosti (n — 1)-ho fadu («a(s)). Oznacime-li
opét A1(n) =¢" —q" 1 aAgi1(n) =As(n+1)— Ag(n) prol < s <,
vidime, ze A4(1) = (¢ —1)° pro 2 < s <n—1a A,(t) = 0 pro viechna
t=1,2,... Obecny ¢len «a(s) tudiz splituje (viz [1]) rovnost

a(s) —<S :) 1)+<5 —1 1> (q1)+<5 —2 1) (q—1)2+-- +<‘;__11> (g-1)"1,

a tedy a(s) = as pro vSechna 1 < s < n. Poznamenejme, Ze

a(n+1) =§ (?)(q—l)t = i (Ttl)(q—l)t—(q—l)” =q"—(¢—1"

t=0 t=0

Nase tivodni tloha se tykala pfipadu, kdy ¢ = 2 a n = 5. Véfime, Ze
tato tloha bude zdrojem dalSich inspiraci. VSiméme si napft., ze fadky i
sloupce tabulky na obr. 2 jsou aritmetické posloupnosti. Umite vysvétlit,
pro¢ je oblasti o jednu vice, nez vSech tétiv a jejich pruseciku?
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