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MATEMATIKA

Nehrajte si se sirkami |

Jan Tomsa, Ustav biofyziky 2. LF UK, Praha

Abstract. The article presents the general theory of so called deterministic
games with full information. Then, its application is demonstrated on the
game called “Marienbad” to find the winning strategy. The arithmetic ope-
ration “exclusive sum” (bit non-equivalence) on the Ny set is defined and its
properties are demonstrated. Finally, the article is illustrated by the practical
realization of the game.

Pravidla hry marienbad

Ne, tentokrat nejde o varovani pred vznikem pozaru. Jde o to, abyste
zbyteéné neriskovali ztrdtu ve hie, kterd je predem prohrand. Zvlast
kdyby ji s vami nékdo zkousel hrat o penize. . .

Hra, kterou mam na mysli, se jmenuje marienbadl) a ma v podstaté
velmi jednoduchd pravidla: Vezmou se néjaké drobné predméty (obvykle
sirky, mohou to ovSem byt i knofliky, kaminky, fazole, ..., prosté co je
po ruce), rozdéli se na hroméadky, nacez hraci z jednotlivych hromadek
stridavé odebiraji — v jednom tahu libovolny pocet sirek, ale vzdy jen
z jedné hromédky. Prohrava hrac¢, na néjz zadna sirka nezbude, jinymi
slovy, kdo bere posledni sirku, Vyhréwé

7 popisu vyplyva, Zze marienbad patii, podobné jako napt. Sachy nebo
dama, k tzv. hram s plnou informaci, coz znamené, Ze oba hraci veédi
v kazdém okamziku vSechno o aktudlni herni situaci (tim se lisi napft.
od karetnich her, kde si hraéi navzajem do karet nevidi). Na piikladu
marienbadu ukazeme, ze takové hry jsou deterministické, tedy Zze pti
spravné volbé strategie je o vysledku rozhodnuto predem, at se souper
snazi, jak chce.

O strategii hry obecné

Zacneme elegantni obecnou teorii. Necht M je mnozina vSech moznych
hernich situaci. Ta je zjevné mnozinou konec¢nou. VsSechny mozné tahy
hract definuje relace R € M x M. Poznamenejme, Ze relace R je nutné

1) Udajné podle filmu, v ném# se vyskytuje.
2)Nékdy se hraje opa¢na varianta, tedy Ze kdo bere posledni sirku, prohrava. Od
vySe popsané se lisi jen nepatrné, herni strategie je az na detaily stejna.
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antireflerivni, tj. neexistuje prvek z € M, pro né&jz by platilo z R «
(prakticky to znamen4, Ze se nelze ,vzdat tahu“)

Pro kazdou situaci € M ozna¢me R(x) mnoZinu vSech situaci, do
nichz lze ze situace x prejit (tedy pfevézt soupefe) jednim tahem, tj.

R(z) ={y € M: 2z R y}.
Definujme nyni mnozinu ,bezvychodnych“ situaci
Lo = {z € M: R(x) = 0},

tedy takovych, v nichz jiz nelze u¢init Zaddny tah a hrac, ktery je na tahu,
prohral (v naSem piipadé obsahuje mnoZina L jedinou situaci, totiz tu,
kdy na stole jiz nejsou zadné sirky). Déle pro n > 0 definujme mnoZinu

n—1
L={zeM:R(z) C | Wi},
k=1

kde Wy, = {&# € M : 3y € R(z) N Lg}. Definice jsou rekurentni, tj. za¢i-
name od Wy, pokracujeme Li, Wy, ... atd. Takto miizeme postupovat,
dokud jsou konstruované mnoziny neprazdné. Vzhledem ke konecnosti
mnoziny M jsou i naSe posloupnosti konecné. Jejich ¢leny poté muzeme

sjednotit, tj.
L={JL., W=[JW,
n>0 n>0

Z konstrukece vyplyva, ze mnoziny L a W jsou disjunktni (LN'W = ().

Diikaz. Pfedpoklddejme, ze mnoziny L a W disjunktni nejsou, tj. Ze
Jr € L N W. Existuji tedy indexy n, m takové, ze x € L, N W,,.
To na jedné strané znamend, ze R(z) C Uz;ll Wy, na strané druhé
Jy € R(x) NL,,. Musi tudiz existovat index k < n tak, ze y € L,,, N Wy.
Opakované aplikace téze ivahy vede k zadvéru, ze 3z € Ly N Wy, pfi-
¢emz j < m. Takto bychom mohli pokracovat do nekonecna, coz je spor
s konecnosti mnoziny M. Diikaz je proveden.

Mnozina L mé tu vlastnost, Ze vsSechny tahy z ni vedou do mno-
ziny W, naopak z kazdého prvku mnoziny W vede alesponi jeden tah do
mnoziny L. Presnéji feceno, hrac, ktery je na tahu v pozici x € W,,

3)Zapis = R y znamena, e prvek z je v relaci R s prvkem y, coz zde znamena, ze
po tahu x nasleduje tah y.
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mize zvolit ,vitézny“ tah, kterym soupefe prevede do pozice y € L.
Ten naopak miize odpovédét pouze tahem vedoucim do Wy, kde k < n.
Posloupnost situaci, v nichz jeden z hract voli vzdy vitézny tah, nutné
kon¢i tahem vedoucim z Wq do Ly, a je tudiz vitéznou strategii. Jinymi
slovy, mnozina L obsahuje prohravajici, mnozina W vyhravajici situace.
Vysledek hry tedy zavisi na tom, ve které z obou mnozin se nachéazi vy-
chozi pozice. Podle toho vyhrava bud zaéinajici hraé¢, nebo jeho soupef.

Dosud nezodpovézenou otazkou je, zda mnoziny L a W pokryvaji ce-
lou mnozinu M (tj. LUW = M). Obecné tomu tak byt nemusi, tzn. mohou
existovat relace, které vytvorenou strukturou L UW pokryji mnozinu M
jen ¢astecné, a tudiz existuje neprdzdnd mnozina T = M\ (L U W).
Hrac nachézejici se v situaci x € T na jedné strané nemé k dispozici
vitéznou strategii, na druhé strané neni ani odsouzen k prohfe. Jinymi
slovy, ma zarucenou moznost uhajit remizu )] Toto je mozné napt. u tzv.
cyklickych relaci, tj. kdyz existuje takova posloupnost prvka x; € M, ze
r1 R 22, 22 R x3, ..., , R x1. Pak je mozné donekonecna opakovat
stejnou posloupnost tahti. To vSak v pfipadé marienbadu zjevné neplati,
nebot celkovy pocet sirek ve hie se kazdym tahem zmensuje, nehledé
k tomu, Ze remizova situace neni v této hie vibec definovana

Strategie hry marienbad

Tolik obecné teorie, vratme se nyni k nasi hie — marienbadu. Jak podle
konkrétniho rozlozeni sirek na hroméadkach poznat, zda danda situace
vyhrava, a jak vést vitéznou strategii?

Zavedme si nejprve oznaceni. Symbolem (z1;xs;...; %) popiSeme
situaci, kdy na prvni hromédce lezi z; sirek, na druhé x5 atd. az na
posledni (m-té) x,, sirek. Definiénim oborem pro ¢isla x;, i = 1,...,m,

je Np, tedy mnozina pfirozenych ¢isel rozsitend o nulu. Musi tomu tak
byt proto, Ze v jednom tahu lze odebrat tieba i celou jednu hroméadku,
tedy napf. situaci (x;y;z) lze tahem pfevést na situaci (z;y;0). Na
druhé strané vSak hromddky s nulovym poctem sirek (prazdné, tedy
vlastné neexistujici) uz neni nutno v zépisech situaci uvadét, napt. misto
(x;0;0;y; 0) staci psat (z;y).

Vime, ze (0) € Lo, tzn. nelezi-li na stole zadna sirka, hra¢ na tahu
definitivné prohral. Z toho plyne, Ze jedna neprazdna hromadka je situ-

4)Oznadeni mnozin L, W a T je voleno podle angl. ,lost*, ,won“ a ,tie“.

5)Otazka existence, resp. neexistence, ,remizové“ mnoziny T je obecné dost slozita.
Zd4 se, ze acykli¢nost relace (tj. nemoznost opakovat tahy) je podminkou postacujici,
nikoli vSak nutnou. Problematika by si zaslouzila samostatnou studii.
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aci vyhravajici, konkrétné (x) € Wy, je-li > 0. Jak je tomu pf¥i dvou
neprazdnych hromadkach? Je-li pocet sirek na obou stejny, jde zjevné
o situaci prohravajici: vezme-li hra¢ libovolny pocet sirek z jedné hro-
madky, ucini soupef totéz s druhou, a takto pokracuji az do konce. Lze
tedy psat (x; ) € L. Naproti tomu pro x # y je pozice (x;y) € W, nebot
odebranim prislusného poctu sirek z vétsi hromadky lze prevést hru do
predchozi situace, tedy napf. pii z > y se provede tah (z;y) — (y;y).

Véc se stava zajimaveéjsi pfi tfech hromadkach. Dokazme si nejprve
jedno pomocné tvrzeni:

Pro kaZdou dvojici cisel xz,y € Ny existuje prave jedno c¢islo z € Ny
takové, Ze (z;y;z) € L.

Dikaz. Dokézeme nejprve jednoznacnost. Kdyby existovala dvé rizna
lisla z, 2’ s touto vlastnosti, nap¥. z’ < z, bylo by jak (z;y;2) € L, tak i
(x;y;2') € L. Av8ak z prvni pozice do druhé lze pfejit tahem z — 2/, coz
by znamenalo, Ze (x;y; z) € W. To je v8ak spor s disjunktnosti W a L.

Ditikaz existence se provede rovnéz sporem. Zvolme pevné x, y a pred-
pokladejme, ze pro kazdé z € Ny je (x;y;2) € W. Podle definice musi
vzdy existovat tah, ktery ji pfevede na situaci z L. Tou mize byt bud
(2';y; 2), kde 2’ < x, nebo (x;y’; z), kde ' < y, nebo konetné (z;y; 2’),
kde 2’ < z. Posledni varianta je v pfimém sporu s pfedpokladem. Zbyva-
jicich moZnosti (prvni dvé varianty) je v8ak pouze x + y, zatimco ¢isel z
je nekonecné mnoho. Tim je dikaz proveden.

Operace XOR

Definujme nyni v mnoziné Ny néasledujici binarni operaci:
z=ux#y, pokud (z;y;2) € L

Praveé dokazana véta zarucuje, ze takova operace existuje. Prozkoumejme

jeji vlastnosti. Na prvni pohled zjevné jsou tyto:

e Operace je nutné komutativni, nebot na poradi hroméadek nezalezi.
Tedy « # y =y # x.

e Ze stejného divodu plati: Jestlize x # y = z, potom také y # z = =,
zH#Hx=1y.

e 7 ptedchoziho vyplyva téz x # = = 0, z # 0 = z. Nula je tedy ne-
utrdlnim prvkem operace a kazdy prvek je sdm sob€é prvkem inverznim.
Trochu pracnéjsi bude dikaz asociativity. Nejprve si uvédomme, Ze

spojenim dvou prohravajicich situaci je rovnéz prohravajici situace, ne-
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bot piislugné reakce na tah soupefe lze provadét v obou pivodnich ¢as-
tech spojené pozice zvlast. Necht nyni x # y = u, u # z = v. Je tedy
jak (x;y;u) € L, tak 1 (u; z;v) € L, a tudiz i {x; y; u; u; z;v) € L. Jelikoz
viak také (u;u) € L, musi byt i (z;y;2;v) € L. Oznaéme y # z = w a
vytvofme situaci (z;y; z; v; w; w). I ta je ze stejného divodu prohravajici
situaci. Av8ak vzhledem k tomu, Ze (y; z; w) € L, musi byt i (z;v; w) € L,
a tudiz x # w = v. Tim je asociativita dokdzana.

Tyto vlastnosti lze shrnout tak, ze mnozina Ny s operaci # tvori
Abelovu grupu. ZvIast dilezitou vlastnosti je asociativita, kterd dovoluje
pro kazdou situaci (x1;xa;. .. ; 2y, ) definovat funkei

X=x1H#Hxs# ... # xp,.
Analogicky sumacénimu a multiplikaénimu znaku 3 a [ [ pro ni zavedeme

oznaceni

X = xlzml#xg##xm

[1]z

Il
-

K3

O ni vyslovime a dokaZzeme nésledujici vétu:
Situace je prohrdvajici pravé tehdy, kdyz X = 0.

Dikaz provedeme indukci podle m. Véta zjevné plati pro m = 1 i pro
m = 2. Pro m = 3, je-li (z;y;2) €L, je x # y = z, a proto

rHyYH#z=2z4#2=0.

Obracens, je-li @ # y # z =0, je (x # y) # 0 =z # y = z,
a tudiz (z;y;z) € L. Necht nyni véta plati pro néjaké m, a necht
(15295 ;Tm; Tms1) € L. Oznaéme y = z,, # ZTmi1 a vytvoime
situaci (@1;x2;...;Tm; Tms1;Y;Y). Z pledchoziho plyne, Ze je rovnéz
situaci prohravajici. AvSak vzhledem k tomu, Ze (x,;Tm+1;y) € L,
je té7 (x1;29;...;%m-1;y) € L. Podle indukéniho pfedpokladu je
(7 @) #y=0,atudizi 5" "z = 0.

Obréacene, je-li

1‘1#1‘2#...#($m#1‘m+1)=0,

je (x1;@95.. 5xm_1;y) € L. Spojenim se situaci (y;m;Tmy1) € L
vznikne (z1;Ta;...; Tm—1;Y;Y; Tm;Tm+1) € L a vzhledem k tomu, Ze
(y;y) € L, je téz (x1;x9; ... ;Xm11) € L, coZ jsme chtéli dokdzat.
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Mame tak k dispozici jednoznacny indikdtor prohravajicich situaci.
Zbyva odpovédét na otazku, jak ve vyhravajici situaci najit vitézny tah.
Odpovéd déva nésledujici véta:

V kaZdé situaci (x1;22;...;2m) € W existuje index j takovy, Ze
X # T; < Zj.
Diikaz. Podle definice existuje index j tak, Ze (x1;x2;...; 2% ... j2m) €L,

pficemz z; < r;. Bez Gijmy na obecnosti mtizeme piedpokladat, ze j = m
(hromadky lze libovolné piehazovat). Potom plati

1’1#$2#...#l’m_1#.’£;n:0,

/. _ —m—1 v
a tedy z;, = 5/ x;. Z toho vSak plyne
m m—1
— —
/
X#xm=H o # 2 T=2,
i=1 i=1

a tudiz i X # z,, = a},,. Dikaz je hotov.

Nez budeme pokracovat, uvedeme jesté jednu vétu, pro teorii mozna
trochu nadbytecnou, ale zajimavou a uzitecnou z hlediska praktického
hrani hry:

Necht (x1;x2; .. .; %) € L a necht hrdc provede tah x; — ;. Potom
X =, # ).

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze puvodni situace byla prohravajici, je
%, z; = 0. S vyuzitim toho, Ze x; # x; = 0, miiZeme pro novou
situaci napsat dokazovanou rovnost

m
—

X =ua) # = v #aj# ;=0 #xj.
i=1

]

Posledni véty ukazuji, zZe existuje nejen vitézna strategie, ale i algoritmus,
jak ji nalézt. Nachéazi-li se hra¢ v situaci x = (x1;22;...;2m), spocte si
nejprve hodnotu funkce X. Mohou nastat dvé moznosti:

A) X =0. Potom = € L a je v zdsadé jedno, jaky tah hrac¢ zvoli, nebot
souper jej pri spravné volené strategii bezpeéné porazi. Jedinou Sanci
je ¢ekat na soupefovu chybu, tedy na tah vedouci z W do W. Pak se
situace obraci.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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B) X # 0, neboli z € W. Pak je mezi hromadkami tfeba hledat tu, pro
niz 2 = X # x; < x; (muze jich byt i vice nez jedna). Nésledné
se provede tah x; — z, neboli z j-té hroméadky se odebere x; —

) J
sirek.

Jediné, co je k tomu potieba, je umét provést vypocet operace #, tedy
popsat ji numerickym algoritmem. Nez jej za¢neme hledat, zopakujme
si, co o operaci vime:

e Mnozina Ny je vuci operaci # Abelovou grupou.

e Neutralnim prvkem je 0, kazdy prvek je sim sobé inverznim prvkem.
Pozndmka: Primym dtsledkem je, ze je-lix # y =z, pak y # z =z a
cyklicky z # x = y.

Dikaz: y#z=y# (x#y)=y# y#z)=W#y #a=0#v =1

Operaci, kterd ma tyto vlastnosti, je tzv. bitovd non-ekvivalence ne-
boli non-ekvivalence po bitech. V angli¢tiné se oznacuje ponékud umélym
vyrazem XOR (eXclusive OR) k odli§eni od disjunkce (OR). Bitem se
samoziejmé rozumi dvouhodnotova veli¢ina — jednicka nebo nula, ¢ili
logické ANO, ¢i logické NE. Disjunkci (OR) se také ika logicky sou-
Cet, podobné jako konjunkci (AND) logicky soucin. Operaci XOR je tak
mozno oznacit za exkluzivni soucet:

Prvni bit | Druhy bit | AND | OR | XOR
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Dtvod pro oznaceni ,non-ekvivalence“ je nasnadé: operace XOR na-
byva hodnoty 1 (ANO) pravé tehdy, kdyZ maji operandy rtiznou (ne-
ekvivalentni) hodnotu, v opa¢ném p¥ipadé ma hodnotu 0 (NE). Je tudiz
opakem (negaci) operace ,ekvivalence“, kterd je pravdivd pfi stejné a
nepravdivd pfi rizné hodnoté operandt. Rovnéz oznaceni ,exkluzivni
soucet“ ma svou logiku — hodnoty jsou podobné jako pfi operaci OR
(nebo), ovSem s tim, Ze soufasnd platnost obou operandt se vylucuje.

Aplikace operace XOR do hry marienbad

Z tabulky vidime, Ze pravé operace XOR mé pozadované vlastnosti.
Vime tedy, jak provadét operaci # s bity, ale jak ji provadét s pfiro-
zenymi Cisly, reprezentujicimi pocty sirek na jednotlivych hromadkach?

Ro¢nik 92 (2017), Cislo 1 7
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Nezbyvd, nez tato ¢isla na jednotlivé bity rozlozit, neboli (matematicky
feCeno) prevést je do dvojkové soustavy. Operaci pak musime provést
s kazdou dvojici bitt zvlast a vysledek prevést zase zpatky do dekadic-
kého tvaru.

Priklad: Mame urcit 1 # 2. Pfevodem do dvojkové soustavy zjistime, ze
1 =(01)g, 2 = (10)9, takZze 1 # 2 = (11)2 = 3. To znamend, Ze situace
(1;2; 3) € L. Z vySe uvedeného vsak rovnéz plyne 1 # 3 =2, 2 # 3 =1.

Podle tohoto ptrikladu by se mohlo zdat, ze vypocet pomoci operace #
prakticky znamend pocitat soucty nebo rozdily. Nékdy tomu tak sku-
tecné je, napt. 1 # 4 =5,2#4=6,3#4=7,2# 5 =17. Zda-
leka v8ak ne vzdy. Spoc¢téme 3 # 5, kde 3 = (011)3, 5 = (101)2, takZe
3#5=(110)3 = 6. Je tudiz (3;5;6) € L.

Uspéch ,virtuéznich® hra¢t marienbadu je zalozen v horsim piipadé
na tom, Ze si pamatuji velké mnozstvi prohravajicich situaci, v lepsim
pripadé na schopnosti provadét rychle zpaméti naznacené vypocty. Vidi-
li takovy hra¢, ze vychozi situace (pocate¢ni rozlozeni sirek na hromad-
kéch) je prohrévajici, ,,galantné“ nabidne soupefi prvni tah. V opa¢ném
ptipadé si pohlidé, aby zacinal hru sam.

Jako priklad uvedme hru, kterd zaéind z oblibené vychozi pozice
(1;3;5; 7). Jde zjevné o situaci prohravajici, nebot 1 # 3 # 5 # 7 =
=2#5# 7=7%#T7=0. Pfedpokladejme napf., Ze nas souper, ktery je
na tahu, chce hrat opatrné a pro zacatek odebere jen jednu sirku, tieba
tak, Ze zrusi prvni hroméadku. Jsme tedy v situaci (3;5; 7). Aniz bychom
museli provadét vypocet se vSsemi hromadkami, podle jedné z predcho-
zich vét vime, ze X = 1 # 0 = 1. Je tudiz tfeba najit hromadku,
ktera se operaci x # 1 zmensi. V tomto piipadé€ si ndhodou muzeme
vybrat libovolnou, coz umoznuje stfidat strategie. Je totiz 3 # 1 = 2,
5# 1=4,7# 1= 6. Musime tedy odebrat z nékteré (v tomto pfipadé
dokonce z kterékoli) hromadky jednu sirku. Vytvoiime tak nékterou ze
situaci (2;5;7), (3;4;7), nebo (3;5;6). Zvolme tfeba posledni moZnost.
Soupef ma v tuto chvili k dispozici 14 moznych taht. Zcela jisté vSak
jiz neodebere zddnou hromédku celou, nebot si uvédomi, Ze bychom re-
agovali ,srovnanim® zbyvajicich dvou hromédek, tj. vytvorili bychom
situaci typu (z; x), jejiz beznadéjnost je zjevna. Podobné ani ,nesrovna‘
74dné dveé hroméadky, nebof zde bychom obdobné odpoveédéli odebra-
nim té tieti. Sest tahti tedy miizeme vyloucit. Soupef si naopak mohl
povsimnout, Ze v minulych partiich ¢asto prohral ten z hract, ktery se
ocitl v situaci (z; y; x +y), tedy kdyZ jedna hromédka byla souétem dru-
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hych dvou. Vlivem této myslenky by mohl bud odebrat 2 sirky z prvni
hromadky, nebo 4 ze tieti (samozfejmé mize tdhnout i jakkoli jinak).
Zvoli-li prvni mozZnost, tj. (1;5;6), bude X = 3 # 1 = 2. Nyni jiZ ne-
méame na vybér jako predesle, nebof 2 # 1 =3 > 2, 2 # 5 =17 > 5.
Jedinym vitéznym tahem je odebrani 2 sirek ze tieti hromadky, nebot
2 # 6 = 4 = 6 — 2. Pokracujte sami a presvédcte se, Ze pokud neudélame
chybu, nas souper (hrac, ktery zacinal) nevyhnutelné prohraje.

Zvladnete-li naucit se tyto triky, muzete tim osliiovat spole¢nost pra-
tel; penize si tim ale nevydélavejte, bylo by to vaci slabsimu souperi
zna¢né nekorektni, nehledé k tomu, Ze riziko pocetni chyby je dost velké
a jednou byste také mohli narazit na lepsitho poctare.

Zavérem uvedme tabulku hodnot operace # pro ¢isla od 0 do 15:

#1 0 1 [ 2 (3|4 [ 5]6 |78 [9]10]11]12]13]14]15
0] o0 |12 |3 |4 |5|6 |7 |89 1011|1213 |14 |15
{10 3|2 |5 |47 |69 |8 1110|1312 |15 | 14
212131016 |7 |4 |5 ]10|11|8 |9 |14 151213
3132|107 |6 |5 |4 |11 10|98 15|14 |13 |12
414 |56 |7 |0 1|2 3 ]12|13 |14 15| 8 |9 [10 |11
5/5]| 4|76 |10 |3 |2 |13 1215|149 |8 |11 10
616 |7 | 4|52 ]3]0 1|14|15|12 13|10 11| 8 | 9
71716 |5 |43 |2 |10 |15 14|13 |12 11 |10 9 | 8
81 819 |10 11|12 |13 |14 |15| 0 |1 |2 |3 | 4|5 |67
919 |8 111013 |12 |15 |14 | 1 | 0 | 3 |2 |5 |4 |76
10/10 |11 | 8 | 9 |14 |15 |12 |13 | 2 |3 | 0 |1 |6 | 7 |4 |5
1111 (10| 9 | 8 | 15|14 |13 |12 | 3 |2 |1 |0 | 7 | 6 |5 | 4
12(12 |13 |14 (15 | 8 | 9 (10 |11 | 4 | 5 | 6 | 7 [0 |1 |2 |3
13/13 |12 |15 (14 | 9 | 8 (11 |10 | 5 | 4 | 7 | 6 |1 |0 | 3 |2
1414 |15 |12 (13 |10 |11 | 8 | 9 | 6 | 7 | 4 | S |2 |3 |0 |1
I5(15 |14 |13 |12 |11 |10 | 9 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 |3 | 2|10
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