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MATEMATIKA

Konstrukce pravidelného pétiahelniku
o dané strané

Martina Stépdnovd, MFF UK, Proha

Abstract. In the paper, several constructions of a regular pentagon given its
side are presented. They are based primarily on the similarity of geometric
objects and on the golden ratio.

Podnétem k sepsani tohoto ¢lanku byl dotaz nékolika mych studenti,
ktefi si neporadili s piikladem v pisemné praci. Jeho soucasti byla kon-
strukce pravidelného pétithelniku o dané strané. Studenti si jinak jedno-
duchy tkol zkomplikovali tim, Ze si zapomnéli prinést thlomeér, tj. ilohu
byli nuceni fesit tzv. eukleidovsky. Dany problém by tedy mohl znit takto:

Priklad: Je ddna tisecka AB. Bez pouZiti ihloméru sestrojte pravidelny
pétithelnik ABCDE.

Je zfejmé, ze tloha ma dvé feseni. V textu budeme kviili jednoduchosti
popisovat konstrukei jediného feseni leziciho ve zvolené poloroviné. Stied
kruznice opsané pravidelnému pétithelniku ABC'DFE budeme znacit S.

V pripadé, ze bychom mohli pouzit thlomér, je tloha trivialni. Postaci
sestrojit prusecik S ramen AX a BY uhli BAX a ABY, jejichz velikost
je 54° (obr. 1). Poté sestrojime kruznici se stiedem S a polomérem |SA|,
coz je kruznice opsana pravidelnému pétithelniku se stranou AB. Jeho
vrcholy C, D, E ziskdme opakovanym nanesenim vzdalenosti |AB| od
bodu B po uvedené kruzZnici.
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MATEMATIKA

V ¢lanku budou predstavena rizna feseni daného problému, ktera jsou
zaloZena na podobnosti geometrickych utvara nebo vyuzivaji tzv. zlatého
rezu.

Konstrukce zalozené na podobném zobrazeni

Princip prvni skupiny konstrukci je jednoduchy. Vime, ze jakékoliv
dva pravidelné pétitthelniky jsou podobné. Nejprve proto sestrojime pra-
videlny pétithelnik A’B'C’'D'E’ o strané libovolné délky a poté jej zob-
razime ve vhodné podobnosti.

Pripomeneme alespon jednu — zfejmé nejznaméjsi — konstrukei pra-
videlného pétithelniku vepsaného dané kruznici k. K oduvodnéni této
konstrukce budeme potfebovat vypocitat délku strany as uvazovaného
pétithelniku v zavislosti na poloméru r kruznice k. Za¢néme timto vy-
poctem (obr. 2).

M=D'

Cr

S’
G
F
/B,
N
Obr. 2

Uvazujme tedy kruznici k se stfedem S’, ji vepsany pétithelnik
A'B'C'D'E’ a jeji pramér M N, kde M = D’. Prusecik tsecek S’N
a A'B’ ozna¢me F a bod osové soumérny s bodem N podle osy A’'B’
ozna¢me G. Potom

[XNS'A'| =36° |XS'AN|=72° a |QSAF|=54°,
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MATEMATIKA
z ¢ehoz plyne
[KINA'F| = | FA'G| =18° a [|QGA'S'| = |axGS'A'| = 36°.
Trojuhelnik GS’ A’ je tedy rovnoramenny a plati
INA'| = |GA'| = |GS’| = ayo,
kde aq je délka strany pravidelného desetitthelniku vepsaného dané kruz-

nici k.
Trojthelniky S’A’N a A’ NG jsou podobné, proto

|S7A] B |A’N|
|A’N | a ING|’
neboli
r aio

- )

aio T —a10
a nasledné
2 2
ajg +rap —r°=0.

Kofeny této kvadratické rovnice s nezndmou aj¢ jsou i%(\/g —1). Av8ak
pouze kladné ¢islo muze vyjadfovat délku tsecky, proto

ato = 5(v/5 - 1).

Trojthelnik A’FG je pravouhly, tedy

Sas = |AF| = \/|4GP - |GFP? =

] r—aw\> _[3afy —r?42ra
— e (T - 4
1 T 2 r r
= — — — —r2 — — — — —
2\/3(2(\/5 ) -r +2r5 (VB - 1) = 71/10 - 2V5.

Délka strany pravidelného pétithelniku vepsaného kruznici o poloméru r

je proto
as = g\/m— 2v/5.
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MATEMATIKA

Pripomenime nyni konstrukci pravidelného pétithelniku vepsaného
dané kruznici (obr. 3). Tento postup je jiz ve zndmém Ptolemaiové dile
Almagest [1] z 2. stoleti. Ze soucasné, ¢esky psané literatury je proble-
matika pravidelnych mnohothelnik® obsazena napf¥. v ucebnich textech
[3, s. 118] nebo [4] s. 45]. Jde o tuto konstrukci:

Necht je ddna kruznice k se stiedem S’. Sestrojme libovolnou dvojici
jejich navzdjem kolmych priméri KL, MN a stied O usecky KS’. Ddle
zkonstruujme kruznici se sttedem O a polomérem |OM)| a jeji prisecik
s useckou KL oznac¢me P. Potom délka strany pravidelného pétiihelniku
vepsaného kruznici k je rovna vzddlenosti bodi M a P.

M=D'
k
as
C!
P/ L
A’\ B

N
Obr. 3

Odivodnéni: Z pravoihlého trojihelniku OS’M plyne

OM| = (gf +12 = ZV5.

Protoze |OM| = |OP], je
r roor
Pl = -v5— - = = -1
8P| = 25— 2= Z(5-1)
a délka prepony M P pravouhlého trojihelniku M S'P je

\MP| = \/7“2 + (g(\/g— 1))2 - \/7“2 + %(6 —2VB) = g\/lo —2V5.
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MATEMATIKA

Spravnost vyse uvedené konstrukce tsecky M P délky as je tim dokazana.

P11 konstrukci pravidelného pétithelniku ABCDFE o dané strané AB
Ize tedy nejprve sestrojit libovolny pravidelny pétithelnik A’B'C'D'E’
a poté pokracovat nékterym z nasledujicich (pfipadné obdobngch) zpti-
sobi.

a) Sestrojime polopfimky AX a BY tak, aby
|XBAX|=|xABY| = |xBA'S'|.

Prusecik polopiimek AX a BY je stfed S kruznice opsané pravidel-
nému pétithelniku ABCDE (obr. 4). Dalsi postup je zfejmy.

Dr

A’ B’ B
Obr. 4

b) Sestrojime polopiimku BY’, pro kterou | ABY| = |[<x A’ B'E’|, a kruz-
nici m se stifedem A a polomérem |AB| (obr. 5). Prusecik polo-
pfimky BY a kruznice m rtzny od bodu B je vrchol E pétithelniku.
Konstrukei zbyvajicich vrcholti C, D pétithelniku existuje vice a jsou
zjevné.

c¢) Pravidelny pétithelnik A’B’C’'D’E’ umistime tak, aby usecky AB
a A’B’ byly rovnobézné (obr. 6). To lze snadno zajistit pfi kon-
strukci pravidelného pétithelniku A’B’C’ D’ E’ volbou takového prii-
méru MN = D’N kruZnice jemu opsané, aby tsecky AB a M N byly
na sebe kolmé. Poté staci vyuzit rovnobéznosti stran obou pétithel-
nikt a znalosti délky strany AB. (Specidlnim piipadem je umisténi
rovnobé&znych tiseéek AB a A’B’ tak, aby A = A’ nebo B = B'.)
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Obr. 6
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Konstrukce spjaté se zlatym fezem

Rozdélit danou tisec¢ku F'G ve zlatém fezu znamena najit jeji bod H,
ktery ji rozdéli na dvé ¢asti takové, ze pomér délky celé tsecky ku délce
delsi ¢asti je roven poméru délky delsi ¢asti ku délce kratsi ¢asti.

Uloha ma dvé (symetrickd) feseni; kviili jednoduchosti budeme dale
uvazovat takové feseni, pro které je |[FH| > |GH]|.

Zminény pomeér lze zapsat takto:

|FG|  |FH|
|FH| |HG|

Oznacime-li d = |FG|, e = |FH|, potom |[HG| =d — e a dale

Tento pomeér nezalezi na volbé tsecky, je konstantni. Jedna se o tzv. zlaté

&islo, jehoz hodnota je Y3+L = 1,618 0341

Uvedme opét alespori jednu z moznych konstrukei bodu H (obr. 7):

Necht je ddna usecka FG. Bodem G vedme primku kolmou na piimku
FG. Jeden z jejich priseciki s kruznici k se stiedem G a polomérem %
oznac¢me J. Sestrojme usecku FJ a jeji prisecik s kruznici | se stre-
dem J a polomeérem % oznac¢me K. Hledany bod H je prisecik usecky F'G

a kruZnice m se stredem F a polomérem |FK|.

Obr. 7

D Uvedenou ptesnou hodnotu lze snadno ovéfit fesSenim posledni kvadratické rov-
nice s nezndmou e a naslednym vyjadfenim poméru d/e.
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Odivodnéni: Trojahelnik FGJ je pravouhly, proto
dN2 d 2
2 aNT _ (a
&+ (2) (2 * e) ’

d* — de = €2,

neboli

v o. . , )
coz je ekvivalentni rovnosti2)

d e
e d—e
Tim je spravnost konstrukce ovéfena.

I mezi sirsi matematickou komunitou je zndmo nasledujici tvrzeni
o souvislosti zlatého fezu a pravidelného pétithelniku:

Dwveé uhlopricky pravidelného pétithelniku, ktere nemagi spolecny krajni
bod, se protinaji v bodé€, ktery kazdou z nich déli ve zlatém tezu.
Dikaz (obr. 8): Necht A’B'C'D'E’ je libovolny pravidelny pétithelnik
a Z je pruseéik jeho thlopficek A’D" a E'C’. Potom jsou trojthelniky
C'A'B' a D'E’Z podobné, a proto

|A/Cl| B |E/D/|
|AaB|  |E'Z|"
Dl
E' Z c'
A’ B’
Obr. 8

2)Porovnanim se vztahem (*) je zfejmé, ze podil poloméru kruznice a délky strany
pravidelného desetitthelniku ji vepsaného je rovnéz zlaté cislo.
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Protoze je rovnobéznik A’'B’C’'Z kosoétverec, je |A'B’| = |ZC'| a na-
sledné

|E'C'| |ZC
|zC'|  |E'Z|

Bod Z tedy skutecné déli isecku E'C’ ve zlatém fezu.

Rovnoramenny trojthelnik, pro ktery je pomér délek jeho ramena
a zékladny zlaté ¢islo, se nazyva zlaty. Z uvedeného je zfejmé, ze trojuhel-
niky A’B’'D’ (resp. B'C'E’, resp. dalsi t¥i shodné trojuhelniky) a D' ZC’
(resp. ZE'A’, resp. dalsich osm shodngch trojihelniki) jsou zlaté P

Odtud plynou dalsi konstrukce pravidelného pétithelniku ABCDE
o dané strané AB.

a) Danou usecku AB rozdélime bodem U (napi. |[AU| > |UB]J) ve zla-
tém Fezu a sestrojime zlaty trojuhelnik BVA se zékladnou AV (tedy
|AV| = |AU|, obr. 9). Bod V je priuisecik thlopticek AD a BE hle-
daného pétithelniku. Jeho vrchol E je prusecik polopfimky BV a
kruznice k se stfedem A a polomérem |AB|. Konstrukce zbyvajicich
vrcholi pétithelniku je trivialni.

Obr. 9

3)Vzhledem k piedchozi poznamce pod &arou je libovolny pravidelny desetithelnik
slozen z deseti zlatych trojihelniku.
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b) Zvolime libovolnou usec¢ku FG tak, aby FF = A a bod B nelezel na
piimce FG (obr. 10). Use¢ku FG rozdélime bodem H ve zlatém fezu
a pomoci néj sestrojime na poloptimce AB bod W takovy, ze bod B
deli tsecku AW ve zlatém Fezu.

Délka tsecky AW je délkou thlopficky hledaného pravidelného péti-
thelniku. Ze znalosti vrcholi A a B tedy lze sestrojit vrchol E jako
priseéik kruznice k' se stfedem A a polomérem |AB| a kruznice k"
se stfedem B a polomérem |AW /|, resp. lze sestrojit vrchol D jakoZzto
prusecik kruznice k" a kruznice k"’ se stfedem A a polomérem |AW|.
Konstrukce zbyvajiciho vrcholu C' je opét zifejma.

Obr. 10

Na z&vér uvedme konstrukei (obr. 11), kterd byla bez diikazu piedlo-
Zena ve vSeobecné encyklopedii [2], s. 149]. P¥i tomto postupu sice pfimo
nerozdélujeme nékterou tsecku zlatym Fezem, ale zlatého fezu lze pouzit
k jeho odtvodnéni.
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Necht je ddna tsecka AB. Bodem A vedme kolmici na primku AB
a jeden z bodi na této kolmici, ktery md od bodu A wvzddlenost |AB],
oznaéme L. Necht K je stred tsecky AB. Sestrojme kruZnici se stfe-
dem K a polomérem |KL| a jeji priseciky s primkou AB oznacme M
a N. Nyni sestrojme kruznice se stiedy v bodech A a B s tymz polomé-
rem |AN| = |BM|. Jejich prisecik je vrchol D hledaného pétiihelniku.
Vrchol E (a analogicky vrchol C) ziskdme jako prisecik osy ostrého tihlu
MBD, coz je kolmice na usecku MD prochdzejici bodem B, a kruhového
oblouku MD (ze dvou mozZnosti uvaZujme oblouk se stredovym thlem
mensim nez ).

Obr. 11

Odivodnént: Jestlize as = |AB|, potom

AK| =2, ALl =a

2
ILK| = (a—;) +a2 =2V
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Tedy

DB| = |MB| = |LK|+|KB| = 9V + 2 = 2(V5+1),
Protoze

|DA| _ |DB| _ %(V5+1)  V5+1
|AB| ~ |BA| a2

je pomér délky tusecky AD, resp. BD ku délce strany AB roven zlatému
¢islu. Spravnost konstrukce vrcholu D je tim ovéfena.

Jelikoz v kazdém pravidelném pétitthelniku ABCDE je |BD| = |BE
a odchylka pfimek BA a BE je shodnd s odchylkou pfimek BE a BD
je spravna i konstrukce vrcholu F.

Zavér

V ¢lanku jsme ukazali, ze eukleidovsky sestrojit pravidelny pétithel-
nik dany svou stranou lze nékolika metodami. AZ na posledné jmeno-
vanou se navic jedna o konstrukce, které lze po kratké tvaze vymyslet,
a proto neni nutné se je ucit nazpamét.
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