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MATEMATIKA

Geometrické reseni problému brachistochrony

Vojtech Kloud, Proni soukromé jazykové gymndzium v Hradci Krdlové

Abstrakt. Tento ¢lanek je vénovan Cisté geometrickému nalezeni kfivky bra-
chistochrony. Brachistochrona je kiivka, po které se hmotny bod dostane z po-
catecniho bodu do bodu konecného v nejkratsim case za pusobeni pouze homo-
genniho gravita¢niho pole. UkaZeme, Ze fesenim tohoto problému je cykloida;
kfivka vykreslena pevné danym bodem na obvodu kruznice, kterd se vali po
pfimce. Za pomoci Fermatova principu a Ptolemaiovy nerovnosti ukazeme
platnost Snellova zdkona, kterého poté vyuzijeme k feSeni problému brachis-
tochrony.

1. Snelluv zakon a Ptolemaiova nerovnost

Klicem k ryze geometrickému feseni problému brachistochrony je Snel-
ltv zdkon (Willebrord Snellius, 1591-1626). Ten popisuje, jak se ldme
svétlo pfi prechodu z jednoho prostifedi do druhého, napriklad ze vzdu-
chu do vody.
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Obr. 1: Snelliv zdkon

Oznacime-li rychlost svétla v hornim prosttedi jako v; a rychlost svétla
v prostfedi dolnim jako vy, pak Snelliv zdkon fika, ze plati:

sin 64 sin 6o

(1)

Platnost zakona lze odvodit z pfesného pozorovani a méfeni, jehoz
vysledky by vzdy spliiovaly pravé podminku (). Zékon jako takovy ne-
mizeme dokézat, mizeme ho pouze potvrdit tim, ze ukdzeme, jak je

U1 V2
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MATEMATIKA

mozné ho odvodit z jiného, feknéme jednodussiho, zdkona. Snelltiv zdkon
Ize odvodit z Huygensova principu nebo Maxwellovych rovnic. V tomto
¢lanku se ale zaméfime na odvozeni zdkona pomoci Fermatova principu
(Pierre de Fermat, 1607-1665), ktery tvrdi, ze svétlo se §ifi mezi dvéma
body tak, aby doba $ifeni byla co nejkratsi [5].

Ukéazeme tedy, ze pokud plati Fermattv princip, pak nutné plati i
Snelltv zakon. K ditkkazu vyuzijeme nésledujici vétu z geometrie:

Véta 1 (Ptolemaiova nerovnost). Necht ABCD je étyiihelnik. Pak
|AB[-|CD| + |DA - |BC| = |AC| - |BD, (2)

kde rovnost nastdva, prdvé kdyz je étyrihelnik ABCD tétivovy (vepsany
kruznici) [2].

Diikaz. Nejprve urceme bod I takovy, ze |[XCAD| = |XCBI| a zaroven
X DCA| = |XICB|.

Obr. 2: Ptolemaiova (ne)rovnost

Dostavame tak dva podobné trojuhelniky AACD ~ ABCI, které
splnuji
|CD| |AC| |DA]
|CI|  |BC| |BI|’

Odsud dostévame
|DA[ - |BC| = |AC| - |BI]|. (3)
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Protoze | DCI| = | ACB| a

|BC|  |AC|
|CI|  |CD|’

pak jsou si podobné i trojahelniky AICD ~ ABC A, coz znamena, Ze

|BC|  |AC|  |AB|
|CI|  |CD| |DI|’

odkud dostévame
|AB| - |CD| = |AC| - |DI|. (4)

Se¢tenim (@) a (@) dostéavame
|AB| - |CD| + |DA| - |BC| = [AC|(|BI| + | DI),

coz po pouZiti trojihelnikové nerovnosti | BI|+|DI| > |BD| d4 hledanou
nerovnost

|AB| - |CD| + |DA| - |BC| > |AC| - |BD|.

Pro tétivovy ctyruhelnik pak podle véty o obvodovém a stfedovém
uhlu plati, ze: [XCAD| = |XCBD|. Tedy bod I lezi na tseéce BD a
|BI| + |DI| = |BD|. Pro takovy ¢tyithelnik dostavdme Ptolemaiovu
rovnost

|AB| - |CD|+ |DA|-|BC| =|AC|-|BD|. (5)

Dtikaz implikace druhym smérem ponechavam jako pripadné cviceni
Ctendfi. Fakt, ze pro ¢tyfuhelnik ABC'D rovnost () implikuje tétivovy
Ctyftuhelnik dale v ¢lanku nevyuzijeme. O

Nasledujici dikaz Snellova zdkona na zakladé Fermatova principu a

Ptolemaiovy nerovnosti je prevzat z knihy [6]. Ze vzorce t = & urcime

podle obr. [Tl éas, za ktery se paprsek svétla dostane z bodu A do bodu B:
|AL| |LB|
it S i
U1 V2

(6)

Paprsek prochazejici na rozhrani prostiedi bodem L spliiuje Snellav zé-
kon (). UkéZeme, Ze pro vSechny ostatni body P na rozhrani plati:

|AL| |LB| _|AP| |PB|
+ < + .
U1 V2 V1 V2
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Obr. 3: Odvozeni Snellova zdkona z Fermatova principu

Sestrojme kruznici k se stfedem v S, kterd prochézi body A, L, B
(zdtraznéme, Ze tyto body nejsou kolinearni). Tato kruznice protina nor-
malu k rozhrani v bodé T'.

Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu je |[XTSA| = 26;. Pokud
tedy oznacime polomér kruznice k jako r, pak |T'A| = 2rsinf;. Déle je
|XBLT| = 180° — 63, odkud vyplyva, ze |XTSB| = 265. Obdobné pak
|BT'| = 2rsin 6. Podle naseho predpokladu pak dostdvéame

|TA|  sinf; v
|BT| a Sineg - 'UQ.

Pro néjaké A > 0 pak mame
|TA| =\ V1, (7)
|BT| =X\ V2.

Pro ¢tyfahelniky ALBT a APBT na obr. [} mame podle podle Ptole-
maiovych vztahi (Bl) a @):

|TA[-|LB| + |AL| - |BT| = |AB| - [T'L|,
ITA|-|PB| +|AP| - |BT| > |AB| - |PT|.

z kterych lze ziskat za pouziti nerovnosti |TL| < |PT| nasledujici nerov-
nost:

ITA|-|PB| + |AP| - |BT| > |TA| - |LB| + |AL| - |BT].
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Provedeme-li substituci z (7)) a vydélime obé strany vyrazem Avivs, pak
dostaneme pravé hledanou nerovnost

|AP| |PB| _ |AL| |LB|
+ > + .
U1 V2 V1 V2

Je-li tedy P rtzné od bodu L, pak ¢as neni minimalizovan. Podle Fer-
matova principu se tedy svétlo $ifi z bodu A do bodu B pres L, kde je
splnén Snelliv zdkon ().

2. Problém brachistochrony

Brachistochrona je kfivka, po které se hmotny bod dostane z poca-
tecniho bodu do bodu kone¢ného v nejkratsim case za plsobeni pouze
homogenniho gravitacniho pole.

V této sekci uvedeme FeSeni Johanna Bernoulliho (1667-1748), které
vychézi pravé z Fermatova principu, resp. ze Snellova zadkona. Bernoul-
liho hlavni myslenkou bylo udélat z tohoto spojitého problému se spoji-
tym padem problém diskrétni. Dale uvazoval, jakou cestu by si vybralo
svétlo [3].

Rovinu rozdélme na tenké vrstvy, ve kterych uvazujeme konstantni
rychlost, ktera zavisi na vysce. Pfi prechodu zpét na spojity pripad si
tuto zavislost vyjadiime tak, aby reprezentovala pad hmotného bodu
rovinou.

Yk \ Uy
Yk+1 \ Vk+1

Yk+2 Vk+2

Obr. 4: Diskrétni ptistup

Svétlo si vybere cestu nejkratsiho ¢asu, tedy ve vsech prechodech plati
Snellav zakon.
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Yk Ok Uk
. O~ v
Yr+1 KN k+1
Opio?
Ykt2 k2 Uk2

Obr. 5: Snelliv zdkon v brachistochroné

sinf,  sinfri1  sinfgio _ 0 pro viechna k

Vg Vk+1 V42

Pri pfechodu zpét na spojity problém mame tedy podle znaceni na obr.
sin@/v = £. Protoze pocéatecni rychlost hmotného bodu je nulové, méme
v = \/2gy, coZ vyplyvé z platnosti y = 1gt*a v = gt pfi volném padu.
Oznacenim C; = {+/2g dostdvame nutnou podminku pro kiivku nejrych-
lejsiho spadu:

sin 6
NG = C}. (8)

Y

Obr. 6: Nutnd podminka brachistochrony
Nyni mame dany jasny vztah mezi pozici a sklonem tecny ke kazdému
bodu hledané kiivky. Stejné jako ptivodné Bernoulli mizeme tuto kfivku

najit vyfesenim odpovidajici diferencidlni rovnice. Do této doby jsme se
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ovSem obesli bez diferencidlnitho poétu. V tomto duchu chceme pokra-
Covat. Za pomoci geometrie ukazeme, zZe podminku brachistochrony spl-
nuje pravé cykloida; kfivka vykreslena pevné danym bodem na obvodu
kruznice, kterd se vali po pfimce [4].

Dotyka-li se kruznice k, tvorici cykloidu, primky p v néjakém bodé C',
pak se v tomto okamziku chova C' jako stied ota¢eni bodu P na cykloidé.
Proto je teéna t k cykloidé v bodé P kolma na CP.

Obr. 7: Teéna k cykloidé

Jako na obr. [(] oznac¢me vzdélenost bodu P od pfimky p jako y a thel
svirany te¢nou ¢ a norméalou k p jako 6.

Obr. 8: Geometrie cykloidy
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KruZnice k ma prumér d = C'D. Pak CP = dsinf, a tedy
y = dsin? 6.
Odsud dostavame, 7Ze cykloida spliiuje pravé podminku brachistochrony (8]):

sinﬁ_i_
VI Vd

Konstanta C5 je zavisld na poloméru r, ktery se pfi valeni kruznice sa-
moziejmé nemeéni. Polomér r mizeme ovSem zvolit tak, aby C7; = Cy
(viz ¢tvrtd odrazka v sekci 3).

Diskretizace je Casty a efektivni pristup k feseni fyzikalnich problémi,
avsak se nejedna o zcela rigorézni pristup, spise prakticky. I presto dava
presné feseni problému brachistochrony, které 1ze najit jesté napriklad
pomoci varia¢niho poétu [I}, 3].

Cs.

3. Analyza brachistochrony

Nékolik argumenttt v tomto ¢lanku bychom mohli rychleji dokazat
nebo alespon potvrdit pravé metodami matematické analyzy. Pro ¢te-
nare, ktefi jsou s ni jiz sezndmeni, ponechavam nasledujici otazky:

e Pro dtkaz Snellova zdkona na zdkladé Fermatova principu jsme
vyuzili Ptolemaiovy nerovnosti. Dokazte Snelliv zdkon za pomoci
derivace odpovidajici funkce.

e Dokazte, ze vzdy existuje pravé jedno L na rozhrani, které splnuje
Snelltv zakon. Ndpovéda. Vyuzijte véty o nabyvani mezihodnot,
spojitosti a monoténnosti odpovidajici funkce.

e Najdéte parametrické vyjadreni cykloidy. Odpovéd. Pro soufadnice,
kde osa y sméfuje dolti s po¢atecnim bodem v A[0, 0] maji rovnice
cykloidy tvar:

x(t) = r(t —sint),
kde r je polomér kruznice tvofici cykloidu a ¢t € (0, 27) je parametr.
Méme- li dany kone¢ny bod [z1, y1], pak miZzeme numericky urcit

z rovnic r a interval parametru t.
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e 7 nutné podminky pro brachistochronu (8) sestavte odpovidajici
diferencialni rovnici. Ukazte, Ze jejim feSenim je pravé cykloida
spliujici C; = Cy v sekci 2.

e Diilezitym poznatkem v pripadé obr. [1 bylo, ze t L CP. Za po-
moci parametrickych rovnic cykloidy dokazte, ze vskutku je te¢na ¢
v bodé P normélou k C'P pro vSechny P na cykloidé.

e Uvedeny dikaz Ptolemaiovy nerovnosti je jeden z mnoha. Nerov-
nost dokazte za pomoci komplexnich ¢isel, respektive za pomoci
trojuhelnikové nerovnosti pro komplexni ¢isla:

YVwy, we € C: (Jwr] + |wa| > w1 + wa)).
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* ko ok ok ok

Immanuel Kant (1724-1804), némecky filozof:

Turdim vsak, Ze v kaZdé jednotlivé nauce o prirodé lze najit jen tolik
skutecné védy, kolik je v ni matematiky.

(Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft, A VIII)

Zdroj: https://citaty.net/temata/matematika/?page=2
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