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MATEMATIKA

Uvazme obdélnik o stranach délky a + b a a + ¢ (viz obr. 2). Jeho
obsah S bude
S = ab+bec+ ac+ a® = 16 + a’.

Podle podminky a > 3 dostavame S > 25.
Nyni se podivejme na jeho obvod o:

o=4a+2b+2c=2(2a+ b+ c).

Zjistujeme, Ze zkoumany vyraz 2a + b + ¢ je roven poloviné obvodu
atvaru, sta¢i tedy minimalizovat obvod tohoto obdélniku. Zredukovali
jsme tedy ulohu na problém nalezeni minimalniho obvodu obdélniku
o daném obsahu.

Jak je znamo, feSenim této tlohy je ¢tverec. Toto tvrzeni lze dokazat
s vyuzitim AG nerovnosti

%(a+b+a+6) > V(a+b)(a+c),

pri¢emz rovnost nastava pravé pro a + b = a + ¢, tj. pro b = c.
Plati 0 > 4v/S > 20, a tedy 2a + b+ ¢ > 10.

Vyse popsana tvaha nam také opét prezentuje existenci takovéto tro-
jice a, b, c¢. Nejmensi mozna hodnota vyrazu 2a + b + ¢ nastane pro
20+b+c=10,a=3ab=c. Protoa=3ab=c=2.

Geometricky vyznam Eulerova ¢isla e

José Marcial Ndjares Romero, ZS Gutova, Praha

Abstrakt. V ¢lanku se budeme vénovat geometrickému vyznamu déisla e.
Hlavnim cilem bude ukézat konstrukci tsecek, jejichz délka se blizi hodnoté e.

Eulerovo ¢islo e patii mezi nejvyznamnéjsi matematické konstanty. Je
pojmenovano po Svycarském matematikovi Leonhardu Eulerovi. O his-
torii tohoto ¢isla & vypoctu jeho ¢islic si muzete piecist napiiklad v [IJ.
Je znamo, ze ¢islo e je iracionalni a je dokonce transcendentni, coz zna-
mené, Ze neni kofenem zadného polynomu s racionalnimi koeficienty.
Dalsi neméné dilezitou konstantou v matematice je Ludolfovo ¢islo T,
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které je rovnéz transcendentni. Jak vime, toto &islo se objevuje ve vzorci
pro vypocet obvodu kruznice. Slavny problém, ktery byl nakonec zod-
povézen negativné algebraickymi metodami, je tzv. rektifikace kruznice.
Tento problém spoc¢iva v tom, Ze chceme sestrojit tsecku, jejiz délka je
rovna obvodu dané kruznice, pomoci kruzitka a pravitka. Neni tézké se
presvédcit, ze tento problém je ekvivalentni problému sestrojit tsecku
o délce .

Konstrukce tusecky, jejiz délka je pribliZné rovna =

Jak jsme jiz vySe pripomnéli, pomoci pravitka a kruzitka nelze se-
strojit usecku délky m. Pfesto vznikla spousta praci vénujicich se kon-
strukci usecky, jejiz délka je priblizné rovna obvodu kruznice ¢i délce
kruhového oblouku. Jednu z téchto konstrukei objevil polsky matematik
Adam Adamandy Kochaiiski. Pomoci této konstrukce sestrojime tsecku
o délce priblizné rovné poloviné obvodu uvazované kruznice. Dalsi kon-
strukce tohoto typu je mozné najit napf. v praci [2], ktera se vénuje
pribliznym rektifikacim kruhového oblouku, jez zkoumal ¢esky matema-
tik Jan Sobotka (1862-1931), ktery se vénoval studiu geometrie, zejména
deskriptivni geometrie. Mezi témito konstrukcemi je i Kochanského rek-
tifikace kruznice.

V nasledujici ¢asti popiSeme pravé Kochariského rektifikaci. Necht je
dana kruZnice se stfedem S a polomérem |AS|, kde A, S jsou dva rizné
body. Sestrojme te¢nu ¢ k této kruznici v bodé A. Dale sestrojme kolmici
k pfimce AS prochazejici bodem S a jeden z prusecikii s danou kruznici
ozna¢me D. Pfimka AS protina na8i kruznici v bodé A, druhy priisecik
této pfimky s danou kruznici oznacéme J, viz obr. 1.
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Nyni sestrojme bod E na kruZnici tak, aby platilo |DE| = |DS|, tedy
trojuhelnik ESD je rovnostranny. Dusledkem toho je, Ze thel < ESA
mé velikost 30°. Prusecik polopfimky SE s teénou ¢t ozna¢me F. Na
polopfimce F'A naneseme od bodu F' tiikrat vzdalenost rovnou velikosti
poloméru kruznice. Tim vznikaji postupné body G, H a I. Tvrdime, Ze
vzdalenost bodu I, J je priblizné rovna poloviné obvodu dané kruznice,
tedy plati |I.J| = n|AS|. Pro jednoduchost po&itani oznaéme |AS| = r.
K vypoctu délky tasecky |I.J| vyuzijeme Pythagorovu vétu pro pravouhly
trojuhelnik AIJ. Usecka A.J ma délku 2r, délka tsecky AT je 3r—tg 30°7.

Jelikoz tg 30° = @, po jednoduchych upravich dostaneme:

|1J| = r4/(40/3 — 2/3) = 3,1415333387-

Jak vime, polovina obvodu kruznice je nr. Pokud bychom zvolili r = 1,
ziskame tsecku, jejiz délka se shoduje na ¢tyfi desetinné mista s hodnotou
¢isla .

Geometricky vyznam Eulerova ¢isla e

Existuje vice zptisobt jak definovat Eulerovo ¢&islo e. My budeme k na-
Semu ucelu pouzivat definici pomoci limity posloupnosti:

o (142) o

n—oo

Jesté nez se pustime do konstrukce tusecek, jejichz délky se blizi e,
podivame se na jinou geometrickou interpretaci ¢isla e. Tato geometricka
interpretace je popsana v [3]. Definujme pfirozeny logaritmus pro ¢ > 0:

t
1

lnt:/ —dz.
1 T

Je-li t € (0,1), pak pouZijeme zavedenou konvenci

t1 I
/—dx:—/ —dx.
1 T t T

Nyni si sta¢i uvédomit geometrickou interpretaci integralu nezéporné
funkce. Napiiklad pro ¢t > 1 je hodnota Int¢ rovna obsahu geometrického
utvaru vymezeného pfimkami xz = 1, z = ¢, grafem funkce y = 1/z a
osou x, viz obr. 2.
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0 1 2 e3 4 5 B 7
Obr. 2

Eulerovo ¢islo e je takové realné ¢&islo, pro které plati, Ze obsah geo-
metrického dtvaru vymezeného piimkami x = 1, z = e, grafem funkce
y = 1/x a osou z je roven jedné. Tato geometricka interpretace nam sice
tika, jakou podminku ma spliiovat ¢islo e, nedovedeme si ovSem piedsta-
vit, Ze bychom podle tohoto navodu sestrojili tsecku, jejiz délka by byla
pribliZzné rovna e.

Konstrukce tusecky, jejiz délka je piibliZné rovna e

Pro nas ucel, jak jsme diive poznamenali, pouzijeme definici Eulerova
¢isla e jako limitu posloupnosti (). V zakladnim kurzu matematické
analyzy se dokazuje, Ze tato posloupnost konverguje. V [3] je uveden
geometricky diikaz, ze tato posloupnost je rostouci. Z vlastnosti konver-
gentnich posloupnosti vime, Ze kazd& podposloupnost této posloupnosti
je rovnéz konvergentni a ma stejnou limitu. K nasemu ucelu vybereme
podposloupnost ve tvaru (14 1/2")2". Dale budeme pro nasi konstrukci
vyuzivat Eukleidovu vétu o odvésné (viz obr. 3), proto pfipomefime jeji
znéni.

Véta 1. (Eukleidova o odvésng) Obsah ctverce sestrojeného nad odvés-
nou pravoihlého trojihelnika ABC s pfeponou ¢ je roven obsahu ob-
délniku sestrojeného z prepony a useku prepony k této odvésné prilehlé.
Jingmi slovy plati ndsledujici rovnosti:

a2:c~ca, b2 =c-cp.
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Obr. 3

Nasim cilem je sestrojit pro kazdé pfirozené ¢&islo n tsecku délky
(1 +1/2™)?". Pro n = 1 chceme sestrojit tsecku o délce (3/2)%. Po-
divejme se na obr. 4, kde délka useéek |AC|, |CD| a |DB| je rovna jedné.
Bod F je stied usecky C'D. Sestrojme piimku p, ktera je kolmé k piimce
AB a prochazi bodem C. Nyni ke konstrukci hledané tsecky pouzijeme
Eukleidovu vétu o odvésné takto. Sestrojme kruznici se stfedem v bodé A
a polomérem rovnym |AE|. Prisecik této kruZnice se sestrojenou kolmici
p ozna¢me F'. Sestrojme tisecku AF' a k ni kolmici prochézejici bodem F'.
Prisecik této primky s tsec¢kou AB ozna¢me L. Podle Eukleidovy véty
o odvésné aplikované na pravothly trojihelnik AFL, kde zname délky
usecek |[AC| =1 a |AF| = 3/2, je tsecka AL hledana tsecka, jejiz délka
je (3/2)2.

Obr. 4

Pro n = 2 hledame tsecku o délce (5/4)%. Nyni nas postup budeme
opakovat dvakrat. Sledujme ¢arkovanou ¢éast obr. 4. Vychazime z tusecky
AG, kde G je stied usecky C'E. Po prvni konstrukei dostaneme bod I a
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po druhé nasledné bod K. Usecka AK ma délku rovnou (5/4)%. Obecné,
pokud bychom chtéli sestrojit tsecku o délce (1 +1/2")?", budeme nas
postup opakovat n-krat. Pritom vychézime z tsecky AM, jejiz délka je
14 1/2" . Usetku AM sestrojime tak, Ze nejdiive tsecku C'D pilime,
tim ziskdme bod M, ktery je st¥ed usecky C'D. Dale pilime usecku
CM; a ziskdme bod M, atd. AZ ziskAime bod M = M,,. Snadnym
algebraickym vypoc¢tem dostaneme, Ze pii nasi konstrukci pro n = 5
ziskime tsecku o délce rovné (1 + 1/25)2° = 2,67699012938..., za-
timco hodnota e = 2,7182818284... Jak vidime, rozdil je pomérné
maly. Nicméné pomoci nasi konstrukce mutizeme sestrojit tsecku, jejiz
délka se bude lisit od Eulerova éisla o libovolné malou hodnotu. Pokud
bychom chtéli dosdhnout stejnou presnost jakou dosahl Kochanski, je
treba zvolit alespoii n = 15. Pii této volbé je délka vysledné tsecky
rovna (14 1/215)2"" = 2, 71824035 ... Tedy presnosti na éty¥i desetinna
mista jsme dosahli az pfi volbé n = 15, pfesnost o jedno misto vyssi
ziskdme az pii volbé alespon n = 20.

Zaveér

Jak jsme mohli vidét, naSe konstrukce ndm umoziuje teoreticky se-
strojit usecku, jejiz délka se bude s libovolnou pfesnosti blizit hodnoté
Eulerova ¢isla e. Proto si myslime, Ze naSe konstrukce miize byt pfinosné.
Navic ndm neni znamé zadné konstrukce tsecky délky priblizné rovné e.
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