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RIESENIE MATEMATICKYCH ULOH
S KREATIVITOU A POROZUMENIM

DALIBOR GONDA, PETR EMANOVSKY

Matematiku moZno povazovat za vedu, ktord méa poméhat pri
rieSeni tloh z praxe. Rovnaky ciel by malo maf aj vyucovanie
matematiky, ktoré by sa naviac malo snazif o rozvoj logického
myslenia ziakov. V stcasnosti vSak do istej miery pokracuje od-
klon vo vyucovani matematiky od tohoto ciela. Potvrdzuju to aj
slovd Maryam Mirzakaniovej, drzitelky Fieldsovej medaily za rok
2015: ,,Siroka priepast medzi skutoénou a skolskou matematikou
tvori jadro problému vo vzdeldvani. Verim, ze keby na hodinach
prichadzali studenti do kontaktu s pravou povahou matematiky,
neprevladalo by vSeobecné znechutenie a sklamanie z tohto pred-
metu.“ (Boalerové, 2016) Na hodindch matematiky sa v prevaz-
nej miere riesia standardné matematické tlohy. St to dlohy typu
rieSte rovnicu, vypocitajte objem, urcte vzajomnt polohu pria-
mok, nacértnite graf funkcie. V zadani tychto tloh ¢asto absentuje
akakolvek motivicia a spojenie s praxou a nie je z neho jasné,
prec¢o by sme sa vobec mali s nejakym vypoctom trapit. Takéto
typy uloh prirodzene veda k otazkam ziakov: Naco mi to bude?
Je fazké im vysvetlit, Ze rieSenie rutinnych tloh je nevyhnutné
pre dokonalé zvladnutie vypoctovych schopnosti nutnych k riese-
niu praktickych problémov. Naviac st spravidla vSetky informaécie
potrebné k rieseniu tilohy uvedené v zadani a tloha je zaradena
do kapitoly, ktorej ndzov napoveda, ako sa asi bude tloha riesit.
Myslime si, Ze nie len vyber tloh, ale predovsetkym spdsob vyuco-
vania matematiky vplyva na vnimanie a postoj ziakov k matema-
tike. Podla Devlina je matematika vnimand Studentmi ako pred-
met o vypoctoch, istych postupoch a pravidlach. (Devlin, 1997).
Naproti tomu je matematika esteticky, kreativny a nebojme sa
povedat aj krdsny predmet.
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Kreativne myslenie a schopnost riesit tilohy real-
neho zivota

Posledné testovanie PISA 2015 ukézalo, Ze najvic¢si problém Zia-
kov je prave prepojenie vedomosti a zrucnosti ziskanych pocas
vyufovania matematiky s praxou (PISA 2015). Preto je stcas-
nym trendom, na ktory by mal reagovat kazdy ucitel matematiky,
zaradovat do vyucby okrem rutinnych cviceni tiez slovné tlohy,
pripadne tzv. autentické dlohy. Jedna sa o tlohy vychadzajuce
z kontextu realneho sveta, ktoré st zadané takym sposobom, aby
bol riesitel ntteny najskor rozpoznat problém, ktory mé riesit
a sam si uvedomit, aké matematické poznatky ma4 pri rieSeni apli-
kovat. Zvl4stnu skupinu potom predstavuji tzv. CUN problémy
(complex, unfamiliar, non-routine problems), ktoré predstavuji
rieSenie skuto¢ného problému zo zivota vratane zisteni vSetkych
informécii potrebngch k rieSeniu (Mevarech & Kramarski, 2014).
Jedna sa o tulohy, ktoré st zadané viac ¢i menej neurcito, ¢im
dévaju vic¢siu ¢i mensiu mieru moznosti motivovat ziakov k bada-
telskému pristupu k rieSeniu dloh na hodindch matematiky (Hos-
pesova, 2015). Skolska prax je vSak takd, Ze na hodindch mate-
matiky sa rieSia prevazne matematické tilohy, zamerané na nacvik
zakladnych matematickych zrucnosti. Pri tomto nacviku si Ziaci
vo velkej miere osvojuji matematiku vo forme matematickych al-
goritmov. Pod pojmom algoritmus rozumieme stibor presne sta-
novenych pravidiel urc¢ujtcich naslednost vykonavania kone¢ného
poctu elementarnych operacii, ktory zabezpecuje vyriesenie vset-
kych tloh daného typu v koneénom case. V idedlnom pripade by
sa algoritmy nemali podéavat Ziakom v hotovom tvare, ale Ziaci
by ich mali sami heuristicky objavif. Po najdeni algoritmu by si
ho Ziaci mali osvojit a naucit sa ich pouZivat pri rieSeni inych
uloh rovnakého typu (Kvétorn I, 1990). Algoritmy v sebe skry-
vaju vyhodu aj nevyhodu zaroven. Vyhodou je, ze ziaci sa naucia
velmi Uspesne riesit dané typy tloh tym, Ze danému zadaniu Glohy
priradia prislusny vypoctovy algoritmus. V ich mysli sa vytvara
schéma: zadanie + algoritmus = vysledok. V tom istom spociva
aj nevyhoda. Ziaci miesto rieSenia tloh zadaniu priraduji vypoc-
tovy algoritmus. Rovnakym sp6sobom si potom hlavne na stred-
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nych a vysokych skolach osvojuji aj metddy riesenia tloh. Metédy
rieSenia tloh slizia ako névod na riesenie réznych typov tloh po-
byt vyufované a ziakmi osvojované ako metddy rozmyslania pri
danom type tlohy. Inak povedané primarnym cielom vyucovania
roznych metdd rieSenia tiloh nebude rozvoj matematickych schop-
nosti ale rozvoj kreativneho myslenia. Nesnazime sa ziaka naucit
vyriesit dany typ tloh, ale sa snazime ziaka nauéit tvorit vlastné
rieSenia tlohy. Ziak sa nebude uéit opakovat postup ¢o videl na
hodine matematiky, ale bude tvorif vlastné rieSenia tlohy na za-
klade vlastnych vedomosti a zruc¢nosti. Pri takomto ponimani vy-
ucovania matematiky aj matematické tlohy plnia primarny ciel
matematiky: rozvijanim kreativneho myslenia rozsirovat schop-
nost ¢loveka riesit tlohy realneho Zivota.

Porozumenie vo vyucovani matematiky

Schopnost samostatne tvorit rieSenie tlohy vyzaduje spravne po-
rozumenie matematickym pojmom. Problematikou porozumenia
vo vyuke matematiky sa zaoberd mnozstvo vyznamnych didak-
tikov matematiky (Sierpinska, 1994, Ma, 1999). Tito autori sa
snazia zodpovedat otdzku ak ucif matematiku, aby jej Ziaci poro-
zumeli a aké st hlavné priciny neporozumenia matematike. Jed-
nou z podstatnych pri¢in tohoto neporozumenia je podla sti¢asnej
didaktiky matematiky skutoc¢nost, Ze vyuka matematiky je casto
zalozena na odovzdavani hotovych poznatkov a ich memorovanie,
zatial ¢o by mala vychddzaf z tvorivého poznévacieho procesu
s aktivnou ucastou udiacich sa subjektov (Polak, 2016). Podla
knihy (Polak, 2016) je vhodné rozliSovat tri typy porozumenia
matematike: Porozumenie matematickym pojmom, porozumenie
matematickym vetdm a porozumenie matematickym metédam.
Pritom pre porozumenie vSetkym matematickym poznatkom je
dolezité vediet chapat stuvislosti a vztahy medzi nimi a predo-
vSetkym dokézaf vedomosti pouzivat k rieSeniu matematickych
problémov. Vedlajsim produktom tohto pristupu k vyuc¢be mate-
matiky je tiez rozvoj komunikacnych schopnosti ziakov. Riesenie
nestandardnych tloh vedie k zasadnej zmene pristupu k matema-
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tickej komunikécii v triede. Ziaci st ntteni spoloéne zdielat svoje
napady, diskutovat o rieSeni problémov, jasne a presvedéivo vy-
jadrovat svoje myslienky. Nové poznatky a metddy rieSenia tiloh
nemusia znamenat, ze Ziak si potrebuje v ,hlave* vytvorit novy
prie¢inok, ktorého obsahom buda poznatky nového tematického
celku. Nové poznatky mozu byt implementované do myslienko-
vého sveta ziaka. K tomu je potrené vytvorenie prepojenia novych
poznatkov s uz ziskanymi. Jedné sa o vytvorenie novych koncep-
tov v stlade s uz vytvorenymi konceptami v mysli ziaka. Myslime
si, ze motivaciou k vytvaraniu novych konceptov je uvedomenie
si ziaka, ze s doterajsimi poznatkami nevystaci. Preto je vhodné
ziaka postavit pred riesenie tlohy, na ktorej vyrieSenie bude po-
trebovat nové poznatky alebo novii metédu riesenia. Ak sa jedné
o novi metddu riesSenia odporicame pri jej vyucovani maximalne
vyuzit uz ziskané vedomosti a zruc¢nosti ziakov. Nepontkat nova
metdédu ako hotovy produkt, ktory ziak prevezme od ucitela. Uci-
tel ako moderator vedia ziaka cestou objavovania novej metédy
rieSenia. Vyuziva pritom predovsetkym otézky, ktoré u ziaka ak-
tivuji uz ziskané vedomosti potrebné na vytvorenie novej metédy
rieSenia. Tato predstava je celkom v stlade s hlavnymi smermi
sucasnej tedrie poznania. Napriklad vSeobecne uznavana tedria
generického modelu prof. Hejného pokladé za klucovy pojem po-
znavacieho procesu tzv. genericky model, ¢o je, struéne povedané,
poznanie toho, ¢o spéja vSetky predoslé jednotlivé skisenosti (izo-
lované modely) (Hejny, 2014). Podobné myslienky obsahuje tedria
reifikicie (Sfard, 1991), ktord ukazuje, ako sa z operacionalistic-
kého (procesudlneho) poznania tvori poznanie Strukturalne (kon-
cept). Za zmienku stoja i dalSie podobne zaloZené tedrie — tedria
proceptu (Gray & Tall, 1991) a tedria relaéného a inStrument4l-
neho porozumenia (Skemp, 1976).

Vyucovanie novej metddy riesenia tloh odportcame realizovat
v nasledujucich etapéach:

1. Potrebnost novej metédy

2. Vytvorenie novej metédy — zakladny algoritmus metédy
3. Porozumenie metéde

4. Vyuzitie metédy
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Tento navrhovany spdsob v sebe zahinia prirodzeny spésob osvojo-
vania si novych poznatkov. Prva etapa je etapou motivécie k hla-
daniu spdsobu rieSenia, ked si Ziaci uvedomia, Ze existuju tlohy,
ktoré vyZzaduji novi metédu rieSenia. Nova metédda moze byt
vytvorend z uz ziskanych vedomosti, o je obsahom druhej fazy.
Tretia faza je fazou hlbsieho porozumenia objavenej metdde, ¢o
je zakladnym predpokladom je efektivneho vyuzivania pri rieSeni
tloh. V $tvrtej faze ziaci objavuji univerzalnost metédy. Univer-
zalnost v tom zmysle, Ze jej vyuZzitelnost prekracuje hranice tloh,
pri ktorych bola objavena. VyssSie uvedené myslienky ilustrujeme
na metdéde nulovych bodov.

Vyucovanie metédy nulovych bodov s porozume-
nim

S metédou nulovych bodov sa ziaci po prvykrat stretnd pri rieSeni
nerovnic s nezndmou v menovateli. Cielom nasledujucich riadkov
nie je vysvetlovat metéddu nulovych bodov. Skor je naSou ambi-
ciou pontiknut v istom zmysle iny, moZno aj novy, pohlad na vy-
ucovanie metédy nulovych bodov. V centre nestoji ciel, ako vy-
riesit niektoré tlohy metédou nulovych bodov. V centre sa na-
chédza samotnd metdéda nulovych bodov a jej postupné osvojo-
vanie si ziakmi. Nami navrhovany sposob vyucovania metéd nu-
lov§ch bodov kopiruje Bloomovu taxonémiu cielov. Ziaci si naj-
skor osvoja metédu na Grovni zapaméitania si zakladnych krokov
met6dy (2. faza). Neskor si dani metédu osvoja na trovni poro-
zumenia (3. fiza). Néasledne sa zvysi osvojenie si metédy na tro-
veni aplikacie (4. faza). Prave vo vyucovani novej metdédy rieSenia
tloh v postupnom zvySovani Urovne jej osvojenia si ziakmi ob-
javitelskou metédou vidime novy pristup k vyudovaniu metédy
nulovich bodov a aj k vyu¢ovaniu injch metéd rieSenia tloh. Zia-
ci nie st pasivnymi prijimatelmi, ale aktivnymi tvorcami metddy.
Zaroven sa tymto sposobom rozvija silnd vnatorna motivacia. Ak
7iak nieco objavil, je prirodzene motivovany skiimat a lepsie rozu-
miet objavenému, aby svoj objav dokdzal efektivnejsie vyuzivat.
Uvadzané priklady slazia skor ako kulisa vyucovania metédy nu-
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lovych bodov. Nasou snahou je aj metodické spracovanie takto
cieleného vyucovania metédy nulovych bodov.

1. etapa: Potreba metédy nulovych bodov

Rovnicu ¢i nerovnicu povazujeme za matematicky model zada-
nia slovnej tlohy. Preto schopnost riesit vSetky typy rovnic a ne-
rovnic je zdkladom matematickych schopnosti. Vo vicsine ucebnic
sa rovnice a nerovnice vyucuju oddelene. Najskor sa vyucuja rov-
nice a neskér nerovnice rovnakého typu. Teda po rieSeni rovnic
s neznamou v menovateli sa za¢inaja ziaci ucif riesit nerovnice
s neznamou v menovateli. V doterajSom priebehu vyucovania zis-
kali ziaci zhruba nasledovné vedomosti o rieSeni nerovnic: Nerov-
nice sa riesia pomocou rovnakych ekvivalentnych tprav ako rov-
nice. V pripade, ak sa nerovnica néasobi pripadne deli zdpornym
¢islom, znak nerovnosti sa zmeni na opac¢ny. Ako motivacia k po-
trebe hladat novy sposob riesenia moze sluzit tloha nasledovného
typu: Na mnozine R rieSte nerovnicu 2;”:3 < 1. Analogicky postup
s rieSenim rovnic naraza na vazny problém. Na odstranenie zlomku
v nerovnici je potrebna tprava: nasobenie oboch stran nerovnice
vyrazom (z—1). To by znamenalo vyriesit lohu dvakrat. Najskor
pre pripad (z — 1) > 0 a nésledne pre pripad (z — 1) < 0. Tento
spOsob riesenia je vsak malo efektivny v pripade ak tloha obsa-
huje viacej vyrazov s neznamou v menovateli. Preto pred nami
stoji tloha najst efektivnu metédu riesenia tiloh daného typu.

2. etapa: Vytvorenie metédy nulovych bodov
Po Gvodnej motivacnej faze pristipime k tvorbe efektivnejsie-
ho sposobu riesenia zadanej tlohy.

Priklad 1. Na mnozine R rieSte nerovnicu Q;ff < 1.

Tvorba riesenia. Nasou tlohou je ndjst také hodnoty neznamej,
aby po dosadeny bol zlomok na lavej strane mensi ako jedna.
V principe sa jedna o porovnavanie zlomku s jednotkou. Zlomok
je mensi ako jedna ak je zdporny (na tito moZnost Casto Zaci
zabidaji). Kladny zlomok je mensi ako jedna ked je jeho éita-
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tel mensi ako menovatel. Porovnavat nds zlomok na lavej strane
nerovnice by bol pomerne zdlhavy postup riesenia. Existuje vsak
dislo, s ktorym sa zlomky porovnéavaji ovela jednoduchsie. Tym
¢islom je nula. Pri porovnavani zlomku s nulou staci vediet ¢i je
zlomok kladny alebo zaporny. Zaroven je vytvorenie nuly na jed-
nej strane nerovnice jednoduchd tprava nerovnice. Mame za se-
bou prvi krok tvorby riesenia prikladu. Po jeho realizécii riesime
nerovnicu

x+4

x—1

<0 (1)

Po tejto uprave stanovime novy d¢iastkovy ciel ndsho riesenia.
V podstate porovnivame zlomok s nulou. Preto ndm stac¢i uréovat
vysledné znamienko vyrazu %' Cize nasim ciastkovy cielom je
ur¢it pre aké hodnoty premennej x je kladny a pre aké hodnoty
zaporny. Najskor ur¢ime vysledné znamienko vyrazu pre jednot-
livé hodnoty neznamej x a az potom z nich vyberieme tie hodnoty,
ktoré zodpovedaji nasej nerovnici (2). Do teraz sme vyuzivali uz
ziskané vedomosti. Riesenie ulohy dospelo k bodu, v ktorom je po-
trebné zavedenie nového pojmu: nulovy bod. Nulovy bod mozno
zadefinovat ako st hodnotu premennej x, pre ktora, zvI4st dita-
tel a zvlast menovatel zlomku na lavej strane nerovnice nadobtda
hodnotu nula. Ur¢ime ich na zaklade rieSenia rovnic x 4+ 4 = 0;
x — 1 = 0. Nulové body st NB: —4; 1. Tieto nulové body roz-
delili mnozinu realnych ¢isel na tri podmnoziny — intervaly. Pre
kazdy z intervalov plati: Vyraz i+4 je na celom intervale kladny
alebo zéporny. Dalej plati, Ze na susednych intervaloch mé vyraz
m+411 rozne vysledné znamienka. Z uvedeného vyplyva, Ze na urce-
nie vysledného znamienka vyrazu < 9”4 na jednotlivych intervaloch
stadi poznaf vysledné Znamlenko pre jednu konkrétnu hodnotu
neznamej x roznej od nulovych bodov. Do vyrazu na lavej strane
nerovnice dosadime Iubovolné ¢&islo rézne od nulovych bodov. Ak
nie je nulovym bodom nula, dosddzame za premennu ¢islo nula.
Po dosadeni ¢isla nula za premennti x ma vyraz i—“ hodnotu —4.

Vysledné znamienka vyrazu i—f% moZeme znazornit s vyuZi-
tim ,upravenej Ciselnej osi“ , ktort vytvorime nasledovne. Naj-
skor na éiselnej osi (zo spodnej strany) vyznac¢ime nulové body.



RIESENIE MATEMATICKYCH ULOH S KREATIVITOU . .. 19

(Ziaci ¢asto automaticky ako prvii znizornia na ¢iselnej osi nulu

aj ked nie je nulovym bodom. Je v§ak velmi dolezite aby na ¢isel-

nej osi boli iba nulové body). Nad ¢&iselni os v ¢asti prislichajicej

intervalu, z ktorého bolo dosadené ¢islo nula napiseme znamienko

minus. Znamienka na ostatnych intervaloch doplnime bez vypoc-

tov, dodrziac zasadu striedajicich sa znamienok. Nad nulovy bod
x+4

»z Citatela“ doplnime 0 ¢o znamena, Ze vyraz =7 v danom bode

nadobtida hodnotu 0. Nad nulovy bod ,z menovatela“ doplnime

znak (), ¢o znamena, Ze vyraz ;—J_r;l v tomto bode nie je definovany.
+ 0 = 0+
| |
I \
4 I

Obr. 1: Upravena ¢iselna os.

Vysledné riesenie prikladu ur¢ime z upravenej Ciselnej osi,
v zavislosti od znamienka nerovnosti. V nasom pripade je konec-
nym rieSenim z € (—4, 1).
Po vyrieseni tlohy zhrnieme jednotlivé kroky metédy nulovych
bodov.
a) Anulovanie pravej strany rovnice
b) ZjednoduSenie vyrazu na lavej strane nerovnice
¢) Urcenie nulovych bodov
d) Upravena éiselna os
e) Uréenie vysledku

V rémci tejto etapy je vhodné zaradit par jednoduchych pri-
kladov zameranych na lepSie osvojenie si zakladnych krokov novej
metddy rieSenia uloh.

3. etapa: Porozumenie metéde nulovych bodov

Za nosnt myslienku metédy nulovych bodov mozno povazo-
vat porovnavanie zlomku s nulou. Preto prvé kroky rieSenia ved
k transformacii zadanej ulohy na tulohu, kde je potrebné porov-
nat zlomok s nulou. Vhodnymi otdzkami overime, nakolko si Ziaci
osvojili nasledovny poznatok z u¢iva zékladnej skoly: Ak citatel
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a menovatel zlomku maji rovnaké vysledné znamienko, tak zlo-
mok je kladny, ak maji znamienko rozdielne zlomok, je zaporny.
Spravne aplikovanie tejto myslienky vedie k porozumeniu metéde
nulovych bodov a tiez k jej efektivnejSiemu pouzivaniu. K sprav-
nej aplikacii nosnej myslienky je nevyhnutné porozumenie ,fun-
govaniu“ nulovych bodov. Nulovy bod pre dany vyraz v principe
rozdeli mnoZinu realnych ¢isel (¢iselnt os) na tri podmnoziny. Na
jednej z podmnozin nadobtda len kladné hodnoty na dalsej len za-
porné hodnoty. Tretia podmnozina je tvorend len nulovym bodom
(nulovymi bodmi) a vyraz na tejto mnozine nadobtuida hodnotu 0.
Napriklad vyraz £—5 méa nulovy bod 5. Na mnoZine M; = (—o0; 5)
nadobuida zaporné hodnoty, na mnozine My = (5;00) nadobuda
kladné hodnoty a na mnozine M = {5} nadobuda hodnotu 0.
Teda modZzeme zjednodusene povedat, Ze z roznych stran nulového
bodu na ¢iselnej osi je rozne znamienko daného vyrazu. Ak je
vyraz v sucinovom alebo podielovom tvare nulové body jednot-
livych ¢lenov stcinu alebo podielu tvoria nulové body celkového
vyrazu. V tomto kontexte sa mozno stretntf aj s vyrazom, ktory
nadobuda pre vSetky x € R nezaporné hodnoty. Je to vyraz typu
(x + a)? s dvojnasobnym nulovym bodom —a. Ak je tento vy-
raz stdastou iného vyrazu, napriklad %,
vysledné znamienko daného vyrazu a preto nulovy bod vyrazu
(x +1)? mozeme oznacit ako ,zbytoény“ nulovy bod a na uprave-
nej ¢iselnej osi ho neznazornime. Pre ziskanie kone¢ného riesenia
musime este raz venovat pozornost ,zbytoénému® nulovému bodu
a na zaklade znaku nerovnosti osobitne urcit ¢i patri alebo nepatri
do mnoziny riesenia zadanej tlohy.

nemad vplyv na

Na ilustraciu prace so zbyto¢nym nulovym bodom odportcame
vyriesit dlohu typu:
(2=9)(z+1)*

sy > 0

Na mnozine R rieste nerovnicu
4. etapa: Aplikicia zakladnych myslienok metédy pri rieseni tiloh

Po zvladnuti zadkladného algoritmu a porozumeniu metdde nu-
lovych bodov odporii¢ame zamerat vyucovanie na jej aplikdciu
v inych typoch prikladov, ako st tie pri ktorych ziaci vnikali do
jej tajov. Tu sa pontika moznost vyskusat schopnost Ziakov apli-
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kovat metédu nulovych bodov pri rieSeni nerovnic s parametrom.
Rovnice a nerovnice s parametrom predstavuju tradicne narocné
ucivo, ktoré ¢asto posobia ziakom problémy. Ako ukazuji vysledky
niektorych vyskumov, jednou z hlavnych pri¢in tychto problémov
je nespravne pochopenie samotného pojmu parameter a casta za-
mena tohto pojmu s pojmem neznama, prip. premenna. Vyskumy
zaoberajuce sa tim, ako Ziaci chdpu pojem premennd (MacGre-
gor, Stacey, 1993, Bednarz, Kieran, Lee, 1996, Trigueros, Ursini,
1999, Bardini, Radford, Sabena, 2005), ukazuju, Ze premenn4 je zi-
akmi ¢asto chapana ako ,,potencidlne uréené“ ¢islo. Vidi v nej teda
docasne nezname cislo, ktoré bude v urc¢itom okamihu urcené. Od-
tial zrejme prameni ¢asté zamiefianie pojmu premenné s pojmom
neznama, ktorym rozumieme nezndme c¢islo, ktoré urcéujeme pri
rieSeni rovnice alebo nerovnice. (Schoenfeld, Arcavi, 1988, Rad-
ford, 1996) Clénok (Bardini, Radford, Sabena, 2005) obsahuje
okrem analyzy tychto kognitivnych tazkosti tiez ukédzku mozného
zavedenia pojmu premennd a parameter pomocou postupného
zovSeobectiovania algebrickych formul priradenych jednoduchym
geometrickym obrazcom. Parameter je tu chapany ako novy alge-
braicky objekt — neznamy, ale v danom okamihu pevne zvoleny
prvok z mnoziny premennych hodndt. Z tohto pohladu mé zrejme
pojem parameter blizsie k pojmu premennéa nez k pojmu neznama.
Niektori autori vSak chdpu parameter skor ako Specidlny pripad
pramennej. Napriklad v publikacii (Kvétori, 1999b) autor uvidza
celkom sedem réznych pripadov vyskytu pismen vo vyzname c¢i-
sel v ramci skolskej algebry. Jednym z tychto pripadov je i pis-
meno vo vyzname parametra, ktory je tu chapany ako premenna,
ktort v danom konkrétnom pripade povazujeme za konstantu, ale
dopredu predpokladdame jeho premennost pre niektoré hodnoty.
Autor ukazuje, ze vicSinou su tieto rozdiely len formalne a na
uvedené pripady je mozné pozeraf ako na $pecidlne pripady pre-
mennej liSiacej sa len oborom premennosti. Na strednej skole sa
v matematike s pojmom parameter stretavam hlavne v stuvislosti
s rieSenim rovnic s parametrom, ktoré predstavuji hadam naj-
naroc¢nejsi druh rovnic preberanych na tomto stupni. Najvac¢sim
problémom byva porozumenie samotnej podstate a funkcii para-
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metra. Z metodického hladiska sa jednd o dlhodobt tlohu. Nie
je mozné ziakom jednorazovo vysvetlit, ¢o je parameter, pokial
s nim nemaju ziadne skisenosti. (Hejny, 1990) Jedna z metdd
umoznujucich ziakom pochopit funkciu parametra je zalozend na
postupnom dosadzovani konkrétnych hodnét za parameter a riese-
nie mnozstva rovnic, ktoré dostaneme tymto dosadenim. Castym
rieSenim takychto loh by mali niektori Ziaci sami zac¢at prejavovat
snahu zefektivnit vypoéty vyuZitim obecného ,parametrického*
zapisu rovnice, tj. objavit pre seba pojem parameter. Detailnejsie
je tédto metéda popisand v (Hejny, 1990). Tato predstava o spod-
sobe zavedenia pojmu parameter a parametricka rovnica je celkom
v stilade s tedriou o dudlnej povahe matematickych pojmov (Sfard,
1991). Podla tejto tedrie moézeme na jednotlivé matematické po-
jmy pozerat dvojakym spdsobom: Strukturalne, ako na objekty
(abstraktné struktiry), alebo operaciondlne, ako na procesy. Pri-
klady z histérie matematiky i vysledky didaktickych vyskumov
pritom sveddia o tom, ze ako z hladiska fylogenézy tak z hladiska
ontogenézy v procese formovania pojmov spravidla operacionélnej
predstavy predchadzaji vytvoreniu pojmu ako objektu. V pripade
rovnic s parametrom ziaci najprv pristupuju k tymto rovniciam
operacionalne, manipulaciou s konkrétnymi hodnotami parametra
a postupne sa dopracujua k tomu, Ze chapu rovnicu s parametrom
ako objekt reprezentujuci celt triedu rovnic.

Priklad 2. Pre aké hodnoty parametra a € R je kazdé x € R
rieSenim nerovnice

z? — 8z +20 “0
ar? +2(a+ 1)z +9a+4

Riesenie. Vyraz 22 — 8x + 20 nemd nulové body a na zaklade
znamienka pred absolitnym ¢lenom vieme, Ze nadobuda kladné
hodnoty pre vSetky z € R. Ak maji byt rieSenim zadanej ne-
rovnice vSetky realne ¢isla, musi byt vyraz v menovateli zlomku
nerovnice zaporny pre vSetky z € R. Vyuzijic zédkladné myslienky
metédy nulovych bodov uvazujeme nasledovne. Potrebujeme, aby
viraz azx? + 2(a + 1)z + 9a + 4 bol ,stale* zaporny. Prostred-
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nictvom parametra a najskor zabezpecime, aby dany vyraz mal
konstantné vysledné znamienko. Na dalsi krok rieSenia vyuzijeme
funkciu nulovych bodov. Ak dany vyraz ma mat rovnaké vysledné
znamienko pre vSetky pripustné hodnoty neznamej x, tak nemoze
mat nulové body (okrem ,zbytocénych“ nulovych bodov). To zna-
mena, ze kvadratickad rovnica

ar? +2(a+ 1)z +9%+4=0 (2)

nemodze mat rieSenie na mnozine R. Tato podmienka je splnen4,
ak diskriminant rovnice (2) je zaporny. Takto ziskame nerovnicu

4(a+1)% — 4a(9a +4) < 0.

Riesenim tejto nerovnice, ktorti po tpravach rieSime metédou nu-
lovych bodov, je K1 = (—oo; —%) U (i; oo). V dalsom kroku za-
bezpecime pomocou parametra a, aby vysledné znamienko vy-
razu bolo zdporné. Menovatel zlomku v zadanej nerovnici az? +
+ 2(a + 1) + 9a + 4 je kvadraticky trojclen s parametrom a.
Pre a € K7 ma konstantné vysledné znamienko pre vSetky = € R.
Z metédy nulovych bodov vieme, Ze po dosadeni lubovolného ¢isla
za premennu x do daného trojclena zistime vysledné znamienko
pre vietky 2 € R. Dalej vieme, ze po dosadeni nuly do kvadra-
tického trojclena je vysledné znamienko trojclena zhodné so zna-
mienkom pred absolitnym ¢lenom. Aby bolo vysledné znamienko
celého trojélena zaporné, musi byt splnend podmienka

9a+4 < 0.

RieSenim tejto nerovnice je Ky = (—oo; —%). Na zéklade predos-
Iych tvah musi parameter a spliiat obe podmienky. Ulohe teda

vyhovujt vietky hodnoty parametra a € K1 N Ky = (—o0; —3).

Slovné tulohy vedtce k rieSeniu nerovnic

Napriek tomu, Ze sa stale hovori o potrebe ué¢it matematiku no-
vym sposobom, pravda je taka, ze viicSina sucasnych ucebnic ma-
tematiky obsahuje stale prevazne tlohy na precvicovanie vypoc-
tovych algoritmov. V lepsom pripade najdeme v ucebnici slovné



24 DALIBOR GONDA, PETR EMANOVSKY

tlohy veduce k rieseniu linedrnych ¢i kvadratickych rovnic, so slov-
nymi tlohami vyzadujicimi rieSenie nerovnic je to vSak podstatne
horsie. Slovné tlohy, pri ktorych rieseni by ziaci dospeli k rovnici ¢i
nerovnici s parametrom, sa v ucebniciach prakticky nevyskytuju.
Nasledujtcu tlohu sme nasli v u¢ebnici matematiky pro 1. ro¢nik
gymnézia (Sedivy, J. a kol., 1978):

Priklad 3. MuzZstvo v lige hddzanej sa moZe zachranit pred zostu-
pom z ligy, ak v odlozenom zapase dosiahne aspon nerozhodného
vysledku a celkového pomeru gélov lepsi ako 4 : 9. Zatial mé po-
mer gélov 84 : 203. Urcte vsetky remizové vysledky, ktoré zaistia
muzstvu téast v dalSom rocéniku ligy.

Riesenie. Ak pripadny nerozhodny vysledok oznacime x : x, bude
mat muzstvo po tomto zépase pomer gélov (84+x) : (203+x). Aby
sa muzstvo zachrénilo v lige, musi byt tento pomer vicsi ako 4 : 9.

Budeme preto riesif nerovnicu 28043T; > %. Tuto nerovnici lahko
upravime na tvar gii_lg& > 0. Nulové body jsou —203 a 11,2.

Zlomok nadobuda kladné hodnoty pre x < —203 a pre x > 11,2.
Pre nasu tlohu majt zmysel len prirodzené hodnoty 12, 13, 14, ...
Muzstvu teda zaisti zotrvanie v lige kazdy nerozhodny vysledok
r:x, kde x > 12.

Zaver

Castokrat st Ziaci obrazom svojho ucitela. Inak povedané ucia sa
tak, ako ich uéi uéitel. Ak im uditel spristupliuje nové poznatky ¢i
metddy ako hotovy produkt, tak si v paméti vytvoria nové policko
oznacené nazvom nového poznatku. V pripade vyucovania novej
metody riesenia tloh takéto spristupnovanie poznatkov na vyu-
¢ovani matematiky ma vazne nedostatky. Jednym z nich je izolo-
vanost novych poznatkov v myslienkovom svete ziakov. Nova me-
téda rieSenia je doplnenim riesitelskych schopnosti ziakov a mala
by byt zostladend s doteraj$im poznanim Ziaka. Dalsim nedostat-
kom spristupniovania metédy ako hotového produktu je to, zZe Ziaci
ju vnimaju ako kompaktny, nemenny celok a tak sa danti metédu
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aj snazia pouzivaf pri rieSeni tloh. Nové metddy rieSenia vznikali
ako doplnenie predoslych metéd, aby bolo mozno riesit nové ulohy.
Myslime si, Ze rovnakym spdsobom by mali byt aj vyudované na
hodinadch matematiky. To znamend, Ze pocas vyuCovania novej
met6dy rieSenia tloh uéitel vyuziva uz ziskané vedomosti a zru-
¢nosti ziakov a az ked riesenia dospeje k bodu, kde st potrebné
nové poznatky preberie iniciativu. Ziaci si uvedomia, Ze vyuco-
vani metdda nie je pre nich nova ako celok ale len jej istd cast.
Tym je vytvoreny prienik novej metédy s doterajSim poznanim
ziaka. Novy poznatok ziskany pocas vyucovania metddy zapadne
do jeho myslienkového sveta a jednotlivé kroky vyucovanej me-
tédy vnima ako skladacku vlastnych poznatkov. Takto sa stava
nova metdéda pruznym riesitelskym nastrojom Zziaka a podporuje
jeho kreativitu. Ved novéd metdda bola vytvorend pocas hladania
rieSenia tlohy a on na tvorbe tejto metédy spolupracoval. Takéto
vyucovanie mé silné prepojenia s praxou. Hoci Ziaci rieSia mate-
matické tlohy, udia sa ich riesif samostatne na zdklade efektivneho
vyuzivania vlastnych poznatkov a schopnosti. To povazujeme za
velky prinos pre prakticky Zivot. Udia sa, Ze tlohy a problémy,
ktoré ich ¢akaju v Zivote je potrebné riesit logicky spravnou kom-
binaciou vlastnych vedomosti. Zarovenl sa u nich rozvija schop-
nost celozivotného vzdeldvania. Buda nauceni, ze ak pri rieSeni
tlohy dospeji k bodu kde nestacia ich vedomosti, je potrebné si
tieto vedomosti doplnit. Preto nebud vyhladavat celkové rieSenia
uloh, ale len Ciastkové poznatky potrebné k pokracovaniu riesenia
ulohy. V neposlednom rade, akoto ilustrujeme na priklade 2, poro-
zumenie zakladnym myslienkam metédy umoziuje jej aplikovanie
v roznych oblastiach zivota. Dokonca sa aplikuji v analogickom
ponimani nie celé metddy, ale len zédkladné myslienky. Napriklad
v ekonomike je tiez pojem nulovy bod. Je definovany ako bod
zvratu (z ang. break-even point), pri ktorom sa celkové naklady
rovnaju celkovym vynosom. Aj v matematike aj v ekonomike ma
nulovy bod ten isty vyznam, je zaloZeny na tej istej myslienke.
Je to bod, pri ktorom dochédza k vyznamnej zmene, k zmene od
kladného k zapornému alebo opacne. Myslime, Ze spravne vyuco-
vanie matematiky vyrazne posiliiuje sebavedomie ziakov a kvalitne
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ich pripravuje na zivot. Tym sa naplia hlavny ciel matematiky —
pomahat pri rieseni tloh a aj vyufovania matematiky — rozvijat
osobnost Ziaka.
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Abstract

The article deals with mathematical education based on using so-
lutions of suitable problems which support the development of
creative thinking and correct understanding of mathematical con-
cepts. The authors emphasise an importance of developing pupils’
creative thinking which will enable them to be successful in pro-
blem solving. This approach to problem solving is illustrated on
solutions to inequalities without and with parameters (using zero
points method).
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