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NESTRANNE HRY

VACLAV VOPRAVIL

Prolog

Zde diskutovana latka lezi na pomezi logiky, teorie grafti, kombi-
natoriky, teorie ¢isel a pocitacové védy. Prvniho velkého vysledku
dosahl na tomto poli Charles L. Bouton, ktery v roce 1902 provedl
dplnou analyzu pro nestrannou! hru NiM. Hra NIM je velice jed-
noduchou hrou a mé hezké matematické pozadi, strukturu. B€hem
studia je pravdépodobné, Ze ¢tenafr nalezne souvislosti a mnoho
otevienych problémi. Budeme vySetfovat klasické matematické
hry, které 1ze najit v mnoha knihach vénovanych tzv. rekreac¢ni
matematice. Teorie kombinatorickych her je bohatym zdrojem
uloh algoritmickych problémii, je zdrojem lehce uchopitelnych pro-
blém, jejichz reseni je Casto velmi slozité.

WYTHOFFOVA HRA? pochézi z roku 1907.3 Tato hra je zaji-
mavym prikladem teorie her. Pravidla hry jsou jednoducha: Hraje
se se dvéma hromadkami kament (nebo jinych pfedméti). Dva
hrécdi se v tazich st¥idaji, v kazdém tahu mohou odebrat libovolny
(nenulovy) pocet kamenii z jedné hromadky, nebo odebrat stejny
pocet kament soucasné z obou hromadek. Posledni hrac¢ vyhrava.
Pomérné necekané o padesit let pozdéji (okolo roku 1960) Rufus
P.Isaac* zavedl izomorfni hru, kterd se hraje s kralovnou na Sa-
chovnici. Hraci stiidavé posunuji krdlovnu po sachovnici, kralovna
ovSem muzZe tdhnout pouze doleva, dolti, nebo vlevo Sikmo doli.
Hrag, ktery dosahne policka al, vyhral.

1V nestranné hie maji oba hraéi stejnou mnozinu taht (impartial).

2Willem Abraham Wythoff, holandsky matematik, (1865-1939)

3W. A. Wythoff, A modification of the game of Nim, Nieuw Arch. Wisk. 7
(1907) 199-202

4Rufus Philip Isaacs, teoretik v oblasti her, (1914-1981)
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V nasi verzi WYTH KRALOVNA miuze byt na polickdch vice
kraloven (zadnd, jedna nebo vice), tj. hrajeme disjunktni soucet
nékolika kopii WYTHOFFOVY HRY. Tah jedné kralovny neovlivni
pozici ostatnich kraloven.

Ve WYTHOFFOVE HRE® se hradi st¥idaji v tazich, dokud nedo-
sahnou koncové pozice. Hru nazyvame nestrannou hrou, protoze
oba hrac¢i maji vzdy na vybér stejnou mnozinu tahi. Tah zavisi
pouze na pozici hry a ne na tom, ktery z hracd je na tahu.

S témito predpoklady muizeme zavést vice formalné tuto defi-
nici: Na rozdil od klasické teorie her, ktera se zabyva ekonomic-
kymi a socidlnimi vztahy, teorie kombinatorickych her se zabyva
specifickymi hrami dvou hrac¢i bez nahody. Informativné takové
hry mtzeme charakterizovat takto:

Definice 1. Konec¢na nestrannd kombinatorickd hra dvou hraca
(strucné hra) spliiuje tyto podminky:

1. Hru hraji dva hraci, kteri se v tazich stfidaji.

2. Hra ma kone¢ny pocet pozic a pravidla hry urcuji vSechny
mozné tahy z pozic.

3. Z kazdé pozice maji oba hraci stejnou mnozinu moznych
taht.

4. Hra skonéi dosazenim koncové pozice, tj. pozice, ze které
nevede zaddny tah pro hrace, ktery je pravé na tahu. Hrac,
ktery dosahne koncové pozice, vyhral.

5. Hra skonéi po kone¢né mnoha tazich a nezalezi na tom, jak
se hréalo.

Tomuto ramci vyhovuji nasledujici hry:

Priklad 2. (Hry s odebirdnim pfedméti.) Na pocatku hry je
dana jedna hromadka s n kameny a mnozina S C N. Dva hraci
se stfidaji v tazich, v kazdém tahu mohou odebrat tolik kamen,
kolik je v mnoziné S (substrakéni mnozina). Hraé, ktery odebral
posledni kdmen, vyhral (normalni varianta hry). Naptiklad, mize
se z hroméadky odebirat 1,2 nebo tfi kameny. Mtze si néjaky hrac
vynutit vitézstvi a pokud ano, jak bude hrat?

5Hra se také nékdy nazyva Wythofftiv N1m, nebo hra na dvou hromadkach.
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Pfiklad 3. (NiM.) Hra se hraje s kameny na nékolika hromad-
kéach. V kazdém tahu hra¢ odebere vsechny, nebo nékolik kament
z jedné hromadky. Odebira alesponl jeden kdmen a pouze z jedné
hroméadky. Hraci se v tazich stfidaji, hrac¢, ktery odebere posledni
kédmen (na hromdadkach jiz zddné nejsou), vyhrédl a jeho soupef
prohrél. Urcete vitéznou strategii.

Priklad 4. Hru hraji dva hraci, kteii se v tazich stiidaji. Na
pocatku oba hraci maji dostatek kament. V kazdém tahu hrac,
ktery je na tahu, pfida na stul jeden, dva, nebo pét kament. Pokud
na stole lezi budto 1) vice nez 40 kament nebo 2) druha mocnina
poctu kamenti, hra konci. Naleznéte vyhravajici strategii.

Piiklad 5. (ViM.) Mame nékolik fad ¢ernych a biljych koleéek.
Napitklad géggé. Hrédi se stiidaji v tazich, v kazdém tahu hrac
1) vybere fadek 2) zméni jedno nebo vice kole¢ek (vyméni bilou za
¢ernou, nebo naopak). Jako prvni vymeéni ¢ernou za bilou a mize
ménit vSechna kolecka libovolné vpravo. Hrac¢, ktery udéla po-
sledni pravidly povoleny tah, vyhréal. Hru hrajte s mincemi (panna
a orel).

Kdo vyhraje, pokud oba hréac¢i hraji optimélné? Odpoveéd se
nazyva vysledek hry. Hlavnim cilem kombinatorické teorie her
(CGT) je vyftesit rizné hry a uréit jejich vysledek. Obvykle také
budeme chtit znat i strategii vyhravajiciho hrace, kterou pouzije
pro své vitézstvi ve hie. Cile CGT tedy jsou:

1. Nalézt vitéze.

2. O kolik hra¢ vyhraje.

3. Jaky je prvni optimalni tah (vyhravajici strategie).

Ne vzdy se ndm podafi na tyto otazky odpovédét. Vzdy budeme
predpokladat, ze oba hraci hraji raciondlné, tj. mohou-li tdhnout
do vyhrévajici pozice, tak to udélaji. A naopak soupefi nabidnou
prohravajici pozici. Poznamenejme, Ze cilem teorie neni hrani, ale
rozbor pozic a popis jejich vztahfi. Hra¢ vyhraje,® znamend, Ze

6Slovem vyhraje rozumime, Ze hra¢ méa moznost tahnout tak, aby vyhral,
bez ohledu na mozné tahy soupetfe. Tato moznost a popis, jak hra¢ bude
hrat (odpovidat na jednotlivé tahy) se nazyva vyhravajici strategie. Jinymi



NESTRANNE HRY 101

ma vyhréavajici strategii. Klasicky problém je pfifazeni hodnoty
hte (jeji pozici) a podle této hodnoty korigovat své tahy.

Nejlepsi cestou, jak popsat feSeni nestranné hry, je podivat se
na piiklad. Uvazujme hru s odebirdnim kament. Na stole lezi 7
kament, hraci se v tazich st¥idaji, v kazdém tahu odeberou jeden
nebo dva kameny. Hra kon¢i, neni-li na stole kdmen. Hrac¢, ktery
odebral posledni kdmen (normdlni varianta), vyhral. Neni-li na
stole kdmen, vyhraje druhy hrac (ten, ktery nezac¢ind), protoze
hra¢ na tahu, prvni hra¢, nemiize tahnout. Je-li na hromadce je-
den nebo dva kameny, vyhraje zacinajici hrac¢, protoze ve svém
tahu mtize odebrat vSechny kameny. Jsou-li na hromadce 3 ka-
meny, hra¢ na tahu mize odebrat pouze 1 nebo 2 kameny a na
hroméadce ztistanou 2 nebo 1 kdmen. Prvni hra¢ nemize vyhrat,
a tak vyhraje druhy hraé. Z pozice 4 nebo 5 kamend zacinajici
hra¢ mtize odebrat tolik kamenti, aby soupefovi nabidl pozici se
tfemi kameny a vyhraje. Z pozice o 6 kamenech opét nelze vy-
hrat, protoze druhy hra¢ muze odebrat tolik, aby zanechal na
hroméadce tfi kameny a pouzije opét predchazejici rozbor. Z po-
zice 7 kamenti vyhraje tedy prvni hraé (stac¢i odebrat 1 kdmen).
Obecné pozice vyhravajici pro druhého hrace jsou pozice x = 0
mod 3. Pouzitim stejnych argumentii ve hie, kde se v jednom tahu
muze odebirat 1,2 nebo t¥i kameny, jsou vyhravajici pozice pro
druhého hrace x = 0 mod 4. Zobecnénim dostaneme: Mize-li se
v kazdém tahu odebirat 1,2,...,k kamend, jsou vyhravajici po-
zice pro druhého hrace x = 0 mod k + 1. Nékdy se hraji tzv.
betlové varianty (misére). V betlovych variantach se hraje stejng,
az koncova podminka je zménéna: Hrac, ktery je donucen odebrat
posledni kdmen, prohréal. Pro prvni hru ziskdme pozice (stejnym
postupem) x = 1 mod 3, druhou hruz =1 mod 4 jsou pozicemi,
kde vyhraje druhy hra¢ (ve zbyvajicich prvni hrac). Zobecnénim
v betlové varianté ziskame: MtiZe-li se odebirat 1, 2,...k kameni,
jsou pozice x =1 mod k + 1 vyhravajici pro druhého hréce.

V prvnim piikladu 2: Bude-li na hromadce n = 1,2 nebo 3
kameny, prvni hra¢ mtze odebrat vSechny kameny a vyhraje. Je-li

slovy, je-li hré¢ inteligentni a je ve vyhravajici pozici, potom vyhraje (nedéla
zadmérné chyby).
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n = 4, prvni hrac prohraje, protoze druhy hrac¢ odpovi po odebrani
k dopliikem |4 — k| kament. Podobné, bude-li na hromddce n =
= 5,6 nebo 7 kamenti, hrd¢ na tahu vyhraje a pozice n = 8 je
opét prohravajici pro zacinajicitho hrace. Strategie je jednoduse
popsatelnd: Prvni (zacinajici) hra¢ prohraje, je-li n ndsobek 4,
jinak vyhraje prvni hrac.

Pro hru NiM na jedné hromadce je situace pfehledna. Je-li
hromadka nenulova, prvni hra¢ mize odebrat vSechny kameny
a vyhraje. Jsou-li k dispozici dvé hromadky o stejném poctu ka-
ment, vyhraje druhy hré¢ (mtze kopirovat tahy). Pro dvé nestejné
hromadky vyhraje prvni hra¢ dorovnanim hromédek. Prvni hrac
mize odebrat |m — n| kament z vét§i hromadky. Vzniknou dvé
stejné hromadky, kde je mozné pouzit kopirovani tahti. Pro tii
a vice hromédek je strategie komplikovanéjsi. Vyhravajici strate-
gie musi fungovat pro libovolny pocet hromadek a libovolny pocet
kament.

Rozklad P/N

K urceni vyhravajici strategie ndm pomize oznacovat jednotlivé
pozice P a N. Pozice je P pozice, pokud hra¢ v této pozici nemuze
vyhrat. Také fikdme, ze pfedchdzejici hra¢ vyhraje. Hra je v N
pozici, pokud vyhraje nasledujici hra¢ (hra¢ na tahu). Pozice N/
a P muzeme ziskat znackovacim algoritmem:

Definice 6. P pozice a N porzice jsou definovany rekurzivné”

takto (charakteristické vlastnosti P a N):
1. VS8echny koncové pozice jsou P pozice.
2. Z kazdé N pozice je nejméné jeden tah do P pozice.
3. Z kazdé P pozice viechny tahy vedou do N pozice.

Ur¢it (oznacit) pozice P a N je jednoduché pomoci tzv. zpétné
indukce. Vratme se k piikladu 2. Pro kazdou pozici x definujeme
Move(z) jako mnozinu vSech pozic y, které je mozné dosdhnout
z pozice x jednim tahem. Naptiklad Move(0) = &, Move(1) = {0},

"Plati v normalni varianté. V betlové varianté se zaméni koncova pozice
a nasledujici body se vyméni.
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Move(2) = {0,1} a Move(z) = {z — 1,z — 2,2 — 3} pro > 3.
Mnoziny P a A oznac¢ujeme stejné P a N.
Algoritmus miZe vypadat tfeba takto:
1. Vychozi pozice: VSechny koncové pozice oznacme P.
2. Vsechny pozice, ze kterych existuje tah do P pozice, oznac-
me N.
3. Oznacme jako pozice P ty pozice, ze kterych vsechny tahy
vedou do pozice N.
4. Pokud se nenajde zadna nova pozice P v kroku 3, konec.
Jinak nasledujeme do bodu 2.
Kazd4 pozice je bud P nebo N. P je mnoZina vyhravajicich po-
zic pro predchdzejiciho hrace a N je mnozina vyhravajicich pozic
pro nasledujiciho hrace. Pro = € P, potom tah je bud (a) do N
nebo (b) = je koncova pozice. Pozice € N, kdy# existuje tah do
P. Takto znackujeme vSechny pozice hry, dokud nedosdhneme do
podatecni pozice; patii-li do N, prvni hraé vyhraje (mé vyhrava-
jici strategii), jinak druhy hrd¢ ma vyhravajici strategii.
Je potieba odpovédét na jednoduchou otdzku: Kdo vyhraje?
Jak hra dopadne? Zac¢neme poporadku. Prvni idea je idea symet-
rie.

Priklad 7. Dokazte, ze pozice NIM[1, 3, 3, 1] je P (druhy vyhraje).

Hru NIM miZeme rozlozit na NIM[3,1] a NiM[3,1] nebo na
Nm[3, 3] a N1mM[1, 1]. V obou hréach vyhraje druhy, resp. co je do-
voleno jednomu hraéi v prvni hfe, to je dovoleno (analogicky) také
druhému hraci ve zbyvajici hfe. Symetricky tah vzdy bude exis-
tovat a vzdy budeme umét odpovédét na libovolny tah soupere.
Tedy prvni hrac¢ prohraje a druhy vyhraje.

Véta 8. Ve vsech symetrickych hrdich vyhraje druhy hrdc.

Vétu nelze obratit, protoze NIM[1,2,3] je nesymetrickd, ale
vyhraje druhy hrac.

‘P pozice budeme také nazyvat nulovymi pozicemi, ostatni po-
zice zistanou nenulové. P¥ikladem budiz t¥eba hry Nim[1,2, 3],
Nm[7, 7], NM[2,2,1,1] apod. Z dalsiho textu bude zfejmé, proc¢
‘P pozice oznacujeme také jako nulové.
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Véta 9. Jestlize ke hie G priddme (odebereme) nulovou hru, hra
dopadne stejné.

Néaznak diikazu: Druhy hrac¢ zahraje v nulové hre pouze jako
odpovéd prvnimu hradi.

NiM, nim ¢éisla a Sprague—Grundyova teorie

Operace, ktera ndm pomuze fesit hru NiMm s nékolika hromadkami
kament, je binarni soucet bez prenosu do vyssich fadi, kterou
nazyvame také nim soucet. PoCet kamenti na jednotlivych hro-
médkach nazyvame nim ¢&isla (nimbers). Nim ¢isla zapiSeme ve
dvojkové soustavé a secteme jako bitovy XOR (spojka vylucovaci
nebo). Nim soudet budeme oznacovat @.

Napftiklad 22 ®27@® 18 = 0101106 100101 ¢ 010010 = 100001,
tedy nim soucet 22,17 a 18 je ¢islo 100001 ve dvojkové soustaveé,
coz je 33 v desitkové soustavé. Nim ¢islo pozice se také nazyva
nim hodnota.

Nim ¢isla hraji klicovou roli k urceni P pozic ve hie NIM.

Véta 10 (Boutonova véta®). Pozice v n hromddkové hve NIM (x;
oznacuje pocet kamend na i-t€ hromddce) je P pozice tehdy a jen

tehdy, kdyz
1 DT D---Dx, =0.

Jinak je N pozici (# 0).

Dtikaz naznacime. Nejdiive predpokladejme, a1 @ 2o ® --- P
@ x, = 0, a soustfedime se na typicky tah z; — z/. Nutné tedy
£ ar] Bra® - Dry £ Pa2®d - B x, =0. Tah tedy
vede do nenulové pozice.

Naopak: Predpokladejme, 7e * = 21 G 2o @ --- Dz, # 0.
Vezméme cifru nejvyssiho fadu ¢isla « (ve dvojkové soustave).
Nejméné jedno x; musi mit tuto cifru rovnu jedné. Bez ohledu na
obecnost to mize byt x1. Polozime x ¢ 21 = 2. Nutné 2} < z;.
Potom ale 2} @z ® -+ D, =D, B2 ® - D, =xdzx =0.

O

8C.L.Bouton, Nim, a game with a complete mathematical theory, Ann.
of Math., 2-nd Ser., 3 (1901-1902), 35-39
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Poznamenejme, ze Boutonova véta plati i pron =1, 2.

Kazdy tah z P pozice vede do N pozice s nenulovym nim &is-
lem. Z kazdé nenulové pozice existuje dovoleny tah, ktery prevede
pozici na nulovou.

Piiklad 11. UvaZujme hru NiM na 4 hroméadkich v pozici
Nim([3, 5, 7,9]. Musime spoéitat 3 ® 5 @ 7@ 9. Protoze 3 = (11)o,
5=(101)2, 7= (111)3 a 9 = (1001)3, dostaneme

0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
@ 1 0 0 1
1 0 0 O

e3®5®dT7T®9=28#0 a tedy pozice je N.
Jediny vyhravajici tah je odebrat 8 kamend z posledni hro-
madky. Dostaneme:

0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
@ 0 0 0 1
0 0 0 O

Piiklad 12. 3&5®&7=001¢101111 =001 =1,6p 11 &
@13 = 0110 1011 & 1101 = 0000 = 0. Tedy pozice [6,11,13] je
P pozice, pozice [3,5,7] je N pozice.

Pro libovolnou kone¢nou nestrannou kombinatorickou hru
P.M. Grundy® popsal, jak ve hie piifadit kazdé pozici = nezé-
porné celé ¢islo G(x), které nazgvame Grundyovym cislem pozice.
Je to nejmensi nezdporné celé ¢islo y & Move(z). Cislo G(z) se
také nazyva mex (nejmensi vyloudené ¢islo). Je-li M C N, potom
mex M = min(N\ M).

Mizeme udélat nékolik pozorovani: Je-li k koncova pozice, po-
tom Move(k) = @, tedy G(k) = 0.

Je-li G(y) = 0 a y € Move(z), potom G(x) je nenulové. Je-li
G(y) > 0 pro kazdé y € Move(z), potom G(z) = 0.

- 9P. M. Grundy, Mathematics of games, Eureka, 2 (1939), 6-8; R. Sprague,
Uber mathematische Kampfspiele, Tohoku Math. J., 41 (1936), 438-444
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Véta 13 (Grundyova véta). Pozice x v nestranné hie dvou hrdci
je P pozice prdvé tehdy a jen tehdy, je-li G(x) = 0.

Diikaz vynechame.!©
T 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Gx) 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Tab. 1: Grundyova ¢isla z ptrikladu 2

Uloha 14. V piikladu 4 oznaéte koncové pozice > 40, a 36, 25, 16,
9, 4 Grundyovym dislem 0. Zpétnou indukei rekurzivné pfifadte
hodnoty zbyvajicim pozicim.

Posloupnost Grundyovych ¢isel nestrannych her mtize byt pe-
riodicka s pfipadnou predperiodou. I pomérné malé mnoziny S
mohou mit velkou periodu. Napf. substrakéni mnozina S = {7, 64,
89,96} vytvoii periodu o délce 5756171 a méa predperiodu délky
1061. Nebo S = {22,34, 53,87} m4 periodu délky 114109 a pfed-
periodu délky 314. Naleznéte periodu hry s S = {2,5,6} a své
tvrzeni dokazte.

Zakladnim néstrojem je Sprague—Grundyova véta. Kazda ko-
necna nestrannd kombinatoricka hra dvou hracid je ekvivalentni
néjaké hie NIM na jedné hromadce.

Boutonova véta je specidlnim piipadem Sprague—Grundyovy
vety.

Pro Issacovu variantu WYTHOFFOVY HRY muzeme hodnoty
tabelovat.!!

01234 5 6 7 8 9 10111213 14 1516 17 18 19 20

01346 8 9 1112 14 16 17 19 21 22 24 25 27 29 30 32

02571013 15 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44 47 49 52
Tab. 2: Prvnich 21 nulovych pozic WYTHOFFOVY HRY

10Ctenat diikaz, jako? i diikazy dalsich vét, nalezne v citovanych originalech,
nebo v [6], [8], resp. v [2].
Hhttps://oeis.org/A001950
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Tab. 3: Hodnoty nimt pozic 25 x 25 WYTHOFFOVY HRY

1ima-

.z

ho zaj

feSeni rov-

,

yva zlaty fez a ma mno

/

Nulové pozice jsou dvojice (|np]; [ng?]), kde ¢ je

nice p? = ¢ + 1. Cislo ¢ se naz
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vych aritmetickych a geometrickych vlastnosti. Cisla ¢ = 1+2\/g
a ©? maji za desetinnou &arkou stejné cifry. Naleznéte vSechna
takova cisla 7, kterd maji tuto vlastnost.

Z tabulky pozice s nulovou hodnotou jsou pozice
(m,n), resp. (n,m) = (1,2),(3,5)(4,7)(6,10), (8,13), ...

Piiklad 15. (Hra odebirani &tvercii.) Jedna se o hru s odebiré-
nim, kde S = {1,4,9,16,...,4%,...} . Graf této hry neni t&zké
sestrojit, tak jako u vSech her s odc¢itanim, grafy jsou analogické.
Vrcholy (uzly, pozice) grafu jsou nezépornd celd ¢isla, Sipka (ori-
entované hrany) znizoriiuje mozné tahy. Misto grafu je mozné
sestrojit jednorozmérnou tabulku:

x‘0123456789101112

a jednotliva ¢isla oznac¢ime P , resp. N podle toho, zda je pozice
nulova ¢i nenulova. To je mozné udélat analogicky jako u Era-
tosthenova sita. Napiiklad, kam az hrac¢ pti svém tahu dotahne.

x 0123456 78 9 101112
P/INIPNPNNPNPNNPNTP ..
Gz |01 01 201012010

Uloha 16. Vrafte se ke hie VIM na strané 100. Hru analyzujte.
Ktery hrac¢ v nasledujicich hrach vyhraje? Prvni (za¢inajici), nebo
druhy?
Jednofadkové VIM ooo, beo, eee.
Naleznéte maximalni pocet tahi ve hie VIM [oee.
Dvouiadkové VIMm 898, 293, 9293
Mtzete udélat zavér pozorovani her VIM s nejvice dvéma
hroméadkami?
5. Hrajte Vim Egggl

oo

e

Uloha 17. (hry Nim a Vim)
1. Jaky je maximéalni pocet tahii ve hie NIM[17] (jedna hro-
médka ve hie NIM se 17 kameny)?
2. Naleznéte jednoradkovy VIM se stejnym pocétem maximal-
nich taht, jako ve hie N1M[17].
3. Objevite souvislost hry Nim a Vim?
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4. Zahrajte si také N1M([3, 5, 8]—}—%5?%.

Aritmetika a algebra NiMm

Uvazujme mnozinu nezdpornych celych éisel N = {0,1,2,---}.
Nim soucet a nasobeni definuje nad N pole charakteristiky 2. Sym-
boly @ a ® pouzijeme pro tento (nim) soucet a (nim) soudin.

Tabulku séitani dostaneme pomoci tohoto algoritmu: Aby-
chom zaplnili policko z & y, musime mit zaplnény vSechny z’ @ y
ar®y,kde ' <z ay <y Potom z @y je nejmensi moZné
nezaporné celé ¢islo, které se nevyskytuje v tomto sloupci a fadku
(mex).

Pravidla pro nim soucet:

1. Nim soucet ¢isel mocnin dvou je jejich obvykly soucet. Napft.

1668040 1=29,320402=238.
2. Nim soucet dvou stejnych ¢isel je roven 0.

@] 01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
001 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
1 10 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10 13 12 15 14
212 3 016 7 4 5 1011 8 9 14 15 12 13
313 2 1 07 6 5 411109 8 1514 13 12
4145 6 7 01 2 312131415 8 9 1011
515 4 7 6 1 0 3 213121514 9 8 11 10
6 |6 7 4 5 2 3 0 1 141512131011 8 9
T 7 6 5 4 3 2 1 0151413121110 9 8
8 18 9101112131415 0 1 2 3 4 5 6 7
919 8111013121514 1 0 3 2 5 4 7 6
101011 8 9 14151213 2 3 0 1 6 7 4 5
1111109 8 15141312 3 2 1 0 7 6 5 4
12112131415 8 91011 4 5 6 7 0 1 2 3
13113121514 9 8 1110 5 4 7 6 1 0 3 2
14 1141512131011 8 9 6 7 4 5 2 3 0 1
1511514 13121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Tab. 4: S¢itani hodnot hry NiM. Prvnich 16 x 16
Sprague—Grundyovych hodnot
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Piiklad 18. 1. 21®7 = (16+4+1)@(4+2+1) = 16@2 = 18
2. 189 @165 = (128 +32+164+8+4+ 1) & (128 + 32+ 4 +
+1)=1638 =24.

Priklad 19. 1. 21 7=10101 @ 111 = 10010 = 18
2. 189 @ 165 = 10111101 © 10100101 = 00011000 = 24.

Nim soucet se pouziva pii definovani nim soucinu, stejné jako
v obvyklém télese. Podobnou roli jako méla u sou¢tu 2" u nim
souc¢inu maji Fermatovy'? mocniny 22",

Pro nezaporné celé ¢islo n nazyvame Fermatovou mocninou
mocninu 22" . Fermatovy mocniny'® jsou 2 = 220, 4 = 221,
16 = 22°) 256 = 22° nebo 65536 = 22' 4294967296,
18446744073 709551616 atp.

Pfipomenme tento fakt o nim souctu:

Nim soucet je jedind komutativni a asociativni operace s nulo-
vym prvkem 0, definovana na mnoziné pfirozenych ¢isel spliiujici
nasledujici dvé podminky:

1. Nim soucet rtznych mocnin dvou je jejich obvykly soucet,

2. nim soucet stejnych mocnin dvou je nula.

Nim soucet dvou nezapornych celych ¢isel x,y ziskdme tak,
ze Cisla prevedeme do dvojkové soustavy a jejich cifry secteme
modulo 2,tj.0+0=0,0+1=14+0=1a14+1=0.

Pro nim soucet pouzivame znacku &.

Napft. uvazujme 5 ¢ 7. Dostaneme:

5=22+1 7=2"+2"+1.
Proto ve dvojkové soustavé dostaneme

5=(101), 7= (111),

1 0 1
Souc¢tem cifer modulo 2 dostaneme: & 1 1 1
0 1 0

Protoze (010)2 =2, je 5B 7 = 2.

12P, Fermat (1601-1665) vyslovil hypotézu, Ze éisla tvaru 22" 41 jsou pr-
vocisla. Tato hypotéza plati pro n < 4. Pro n = 5,...,21 se jedna o cCisla
slozena.

13viz http://oeis.org/A001146
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Nim soucin (podle Conwaye, [6], kap. 6) je jediné operace sou-
¢inu spolu s nim sou¢tem na mnoziné prirozenych ¢isel, kterd vy-
tvari strukturu pole s 0 a 1 a majici nasledujici dvé podminky.

Budeme oznacovat ® nim soucin a - obvyklé nasobeni celych
&isel. Je-li k nezdporné a k < 22" definujeme k ® 22" = k- 22",
Tedy napf. 4®3=4-3=12a16® 13 =16 - 13 = 208.

Daéle definujeme 22" ® 22" = % 22" =3.22"-1 Napt. 256 ®
® 256 = 22" ® 22" = 3 .22° = 384. Podotknéme, 7e 3 = 1+ 1.

o 22792 iedim £
2 P Je-im ;
e = { 322" 1) je-lim =n.

® (01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
000 0 O0O0OOOOOOTO0OOO0OUO0OTO0O0
1101 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
2102 3 1 81011 9 12141513 4 6 7 5
3103 1 212151314 4 7 5 6 8 11 9 10
4104 812 6 2 14101115 3 7 13 9 5 1
5 (05 1015 2 7 813 3 6 9 12 1 4 11 14
6 106 111314 8 5 3 7 1 1210 9 15 2 4
7107 9 141013 3 4158 6 1 5 2 1211
8 108 12 4 11 3 7 1513 5 1 9 6 14 10 2
9109 147156 1 8 5 1211 2 10 3 4 13
1001015 5 3 9 12 6 1 11 14 4 2 8 13 7
1101113 6 7 12101 9 2 4 1514 5 3 8
121012 4 8 131 9 5 6 10 2 14 11 7 15 3
13/013 6 11 9 4 15 2 14 3 8 5 7 10 1 12
141014 7 9 5 11 2 1210 4 13 3 15 1 8 6
15015 5 10 1 14 4 11 2 13 7 8 3 12 6 9

Tab. 5: Nasobeni hodnot hry NiMm. Prvnich 16 x 16
Sprague—Grundyovych hodnot

Mno#ina {0, 1,2,...,22" — 1} vzhledem k &, ® tvoii pole (ko-
mutativni téleso). Vlastnosti souétu a soucinu:

l.zoy=ydzx

2. xQy=xPz jeliy=z
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D (ydz)=(rdy) ®2
r®0=z,20x=0,—x ==z
rPYyY=z0y=>xr==z2
rR0=02z2Q0]1=2,2Q0y=yRx
(z@y) ©2=(1©2) & (y® )

8. QYY) ®z=2® (y® 2).

N ot w

Formalné je dano s¢itani @ a nasobeni ® rekurzivne,
rdy=mex({r' Dy; ' <z}Uu{zdy; v <y}),
rey=mex({r/@ydrey a2’ @y; 2 <zy <y}).

Pole (N, ®,®) je nekonecné pole charakteristiky 2. Toto pole
obsahuje kone¢na podpole charakteristiky 2, kde pocet prvki je
roven Fermatové mocniné. Plati:

FQCF4CF16CF256C"'CN,
kde Fy,, g = 22"
Piiklad 20.
25240 =(1609)® (2016 8) =
=2016%20 (9R208)R16@I®8 =
=2®(1608) P (14D8)R16P5 =

—(26014a8) 0166 (208®5) =
—4R16® (1265) =6409 =173

Druhé mocniny lezi samoziejmé na diagonéle:

r 1234567 8 9 10111213 14 1516 17 18 ...
r®r 1326754131214 151110 8 9 24 25 27 ...

a tabulka pfevracenych hodnot:'*

r 1234 567 89101112131415 16 17 18 ...
1ox1321512911106 8 7 5 1413 4 170 160 109 ...

Mviz http://oeis.org/A051917
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Teorie kombinatorickych her je relativné novym studijnim obo-
rem a ma interdisciplinarni charakter. Pfitahuje matematiky, véd-
ce z oblasti pocitacové védy, profesionalni hrace i amatéry. Za-
timco zde jsme se vénovali nestrannym hram, ve kterych oba hraci
maji vzdy identické moznosti taht, cela teorie se stane velmi zaji-
mavou pii studiu partyzdnskych (také barevnygch) her, kde mnozi-
ny tahti obou hraét mohou byt rizné. Mnoho znamych her (Sachy,
go, ... ) patii této tiidé. Bohuzel v Ceské literatufe se tomuto té-
matu nevénuje nalezitd pozornost. Pro zadjemce je mozné doporu-
¢it publikace [10], které jsou bohatou studnici FeSenych i nefese-
nych problémi. Slouzi jako vynikajici zdroj pro vyzkumné pro-
jekty.
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Abstract

This article is dedicated to combinatorial games and mathemati-
cal techniques that can be used in their analysis. We will introduce
impartial games, we learn to work with P and N positions and
Grundy numbers. The Sprague—Grundy theorem states that every
position P in the ultimate impartial combinatorial game is equi-
valent to a NIM game on one heap. Finally, let us mention the
product of the nim numbers that can be used to analyze some
combinatorial games.
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