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MATURITA Z MATEMATIKY V BAVORSKU —
ZADANI ULOH A STRUCNY POSTUP RESENI
CAST 1

MARTINA KASPAROVA, LUKAS HONZIK,
JAROSLAV HORA, SARKA PECHOUCKOVA!

V nasledujicim textu uvadime zadani maturitni pisemné prace
z matematiky, ktera se konala dne 3. 5. 2017 v bavorskych gymna-
ziich. Jak bylo uvedeno v pfispévku (Kasparova, M. & Honzik, L.
& Hora, J. & Péchouckova, S., 2018), je maturita z matematiky
povinna a sestdva z Casti A a Casti B (nebo B-CAS). Obé ¢&asti
obsahuji ilohy z analyzy, stochastiky a geometrie.

Za volnym ptekladem kazdé z ¢éasti A, B, resp. B-CAS (viz [1],
[2], [3]) je tabulka s bodovym hodnocenim a pod éarou struc¢né
feseni.

Chcete-li se vyzkouset, zda byste zvladli odmaturovat z mate-
matiky v Bavorsku, pak pfidavame informaci, Ze v ¢asti A nejsou
dovoleny zadné pomiicky (pouze psaci potieby) a odevzdéva se po
90 minutach.

V Casti B lze pouzit ministerstvem schvalené stochastické ta-
bulky [4], které bohuzel autofi neméli k dispozici, seznam vzorct
(napf. [5]), pomucku [6] a kalkuldtor vyhovujici pfedpistim minis-
terstva. (Nesm{ umoznit vykreslovani grafti funkci, ipravu vyrazi
s proménnymi, derivovani a integrovani, feSeni rovnic a jejich sou-
stav, priblizné urcovani nulovych bodd funkei, urcit nebo ovérit
rozhodovaci pravidlo statistického testu, pocitani s vektory, grafic-
kou nebo symbolickou reprezentaci geometrického utvaru, urceni
polohovych vlastnosti Gtvari. Podrobné viz [7], [8] a [9]). Na vy-
pracovani ¢asti B je 180 minut.

1Prace byla podpofena vnitifnim grantovym systémem FPE ZCU, GRAK
2017.



MATURITA Z MATEMATIKY V BAVORSKU — ZADAN{ ULOH . 237

Ve verzi B-CAS lze pouzit kalkulator Casio ClassPad 330,
Casio ClassPad II fx-CP400, TI-Nspire CAS, TI-Nspire cx CAS,
HP Prime Graphing Calculator, viz [10] a [12, str. 6]. U téchto
kalkulatori se naopak predpokladé (viz [11]), Ze nad rdmec béz-
ného kalkulatoru zvladnou derivovat a integrovat funkce, vykreslit
graf funkce, umi dynamickou geometrii a to, co bézny tabulkovy
procesor.

Ve volném prekladu tloh jsme ponechali zapisy v Bavorsku
bézné, napf. S(0|1) nebo [1;4o00[, v feSeni uzivime u nas obvyk-
lejsi S[0, 1] nebo (1; +00). Obrazky 1-4 a 7 byly prevzaty z [1], [2]
a [3].

Statni Gstav pro kvalitu a vyzkum ve vzdélavani (Staatsinsti-
tut fiir Schulqualitét und Bildungsforschung) maturitni alohy na
svych www-strankach zpfistupnuje, ale neposkytuje feseni. Nize
uvedend feseni predstavuji sice drobnou, ale pro ¢tenafe snad pfi-
danou hodnotu tohoto pfispévku.

ZkusSebni ¢ast A, 90 minut

A Analyza

1. Je dana funkce g: = +— 2-v/4 + 2 — 1 s maximalnim defini¢nim

oborem D,. Graf funkce g je oznacen G,.

a) Uréete D, a soufadnice priseéiku G4 s osou y.

b) Popiste, jak se postupné ziskd graf G, z grafu funkce
w: x — /7 definované v Rar, a urcete obor hodnot funkce g.

2. Je déna funkce f predpisem f(z) =2- e2® — 1, kde x € R.

a) Uréete nulovy bod funkce f.

b) Tefna ke grafu funkce f v bodé S(0|1) ohranicuje s obéma
soutadnicovymi osami trojuhelnik. Dokazte, Ze tento trojihel-
nik je rovnoramenny.

3. Urcete predpis funkce, kterd ma ve svém maximalnim defini¢-

nim oboru dané vlastnosti.

a) Graf funkce f je osové soumérny podle osy y a pfimka s rovnici
r = 2 je asymptota.

b) Funkce g neni konstantni a plati f02 g(z) dz = 0.
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4. Na méfici stanici bylo béhem 10 hodin sledovano mnozstvi pylu

v krychlovém metru vzduchu. Rovnici n(t) = 3t — 60t + 500 lze

popsat mnozstvi pylu v krychlovém metru vzduchu v ¢ase ¢ (v ho-

dinach od zacatku méfeni).

a) Urcete pramérnou rychlost zmény mnozstvi pylu v krychlovém
metru vzduchu béhem prvnich dvou hodin méreni.

b) Urcete ¢as od zad¢itku méfeni, v némz ¢ini okamzita rychlost
zmeény mnozstvi pylu v krychlovém metru vzduchu —30 %

uloha 1 | tloha 2 | dloha 3 | tloha 4 |
a b a b a b a b
BE 2 4 2 3 2 2 3 2 20

A Stochastika

1. Kolo stésti ma tfi vysece, modrou, zlutou a ervenou. Vysece
maji riznou velikost. Pravdépodobnost, Ze se po roztoceni zasahne
modré vysec, je p.

a) Interpretujte v této souvislosti vyraz (1 —p)’.

b) Kolo §tésti je roztoceno desetkrat. Uréete vyraz, pomoci néhoz
lIze vypocitat pravdépodobnost toho, ze se modra vyse¢ za-
sahne pravé dvakrat.

c) Pravdépodobnost toho, Ze se po jednom roztoceni zasdhne
Zlutd vyseé, je 50 %. Felix pozoroval roztoceni kola stokrat
a zjistil, Zze podil poctu roztoceni, kdy byla zasazena zluta
vyse¢, byl podstatné nizsi nez 50 %. Dospél k zavéru: ,,Po-
dil poctu roztoceni, kdy je zasaZena zlutd vysec, bude muset
byt v néasledujicich 100 roztoc¢enich vyrazné vétsi nez 50 %.“
Vyhodnotte Felixtiv zavér.

d) Kolo stésti je roztoceno ¢tytikrat a zaznamendva se poradi ba-
rev jako vysledky. Urcete pocet moznych pokusd, v nichz se
modré barva vibec neobjevi.

2. Na obrazku 1 je znazornéno rozdéleni pravdépodobnosti na-
hodné veli¢iny X s oborem hodnot {0;1;2;3;4} a stiedni hodno-
tou 2. Dokazte, Ze se nejednd o binomické rozdéleni.
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uloha 1 dloha 2 | >
blc|d
BE |2|1]2)|2 3 10

A Geometrie

1. Jsou dény body A(2|1|—4), B(6]|1]—12) a C(0|1]0).

a) Dokazte, ze bod C lezi na pfimce AB, ale nelezi na tisecce AB.

b) Na tseéce AB je bod D, jehoZ vzdalenost od B je tfikrat vétsi
nez od A. Urcete soufadnice bodu D.

2. Je dana rovina FE: 2xq + 19 — 223 = —18.

a) Prisecik roviny E s osou z1, s osou x2 a poc¢atek soustavy jsou
vrcholy trojihelnika. Urcete obsah tohoto trojihelnika.

b) Urcete soufadnice vektoru, ktery je normalovym vektorem ro-
viny E a zaroven polohovym vektorem bodu roviny F.

uloha 1 | dloha 2 |
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Reseni uloh ¢asti A
A Analyza — FeSeni

1. a) Do predpisu funkce g lze dosazovat vSechna z > —4. Je tedy
Dy = (—4,+00). Predpisem funkce g je 0 pfifazeno ¢islo 3, [0, 3]
je prisecik grafu G4 s osou y.

b) Graf G4 lze sestrojit ve ¢tyrech krocich, které postupné od-
povidaji konstrukcim grafa funkcl w(z) = z, w'(z) = V4 + x,
w(z) = 2-v/4+ x, g(x) = 2-v/4 + x—1. Graf funkce w* se z grafu
funkce w ziska posunutim ve sméru osy x. Zménou méfitka osy y
obdrzime graf funkce w*“. Posunutim grafu funkce w* ve sméru
osy y dostaneme graf funkce g. Obor hodnot (—1,400) funkce g
lze snadno vycist z grafu G.

, e . 1 . .

2. a) Nulovy bod je feSenim rovnice 2 - e2* — 1 = 0, tj. i rovnice

e2¥ = % Logaritmovanim obou stran této rovnice se ziska linearni
T

rovnice 3 = In % S vyuzitim zakladnich vlastnosti logaritmu lze

nulovy bod funkce f zapsat jako —In4.

b) Te¢na v S[0,1] ma smérnici ¢'(0) =2- 5 - 20 = 1, s kladnou
Casti osy x proto svira tihel 45°. Obé soufadnicové osy jsou na
sebe kolmé, tieti thel trojuhelniku je také roven 45°. Trojuhelnik
popsany v zadani je pravouhly a rovnoramenny.

3. a) Existence asymptoty ¢ = 2 grafu funkce f znamend, ze
funkce f neni v tomto bodé definovana. Je-li graf funkce f sou-
mérny podle osy y, pak je f sudd a ma aspon dvé asymptoty,
x = 2 a x = —2. Hledand funkce je tedy sudd a neni defino-
vand pro x € {—2,2}. Omezeni na defini¢ni obor vyplyvéd obvykle
z mozného déleni nulou, odmocnovani zaporného ¢isla, logaritmo-
vani nekladného ¢isla apod. Zadanym podminkdm vyhovuje napi.
funkce f(z) = .

Ze vSech obvykle vyucovanych elementarnich funkci mé ve-
dle funkci typu y = I%, n € {1,2, ...}, asponl jednu asymptotu
bez smérnice funkce tangens, kotangens a logaritmus. Podminkam
ulohy vyhovuji i dals$i funkce, napf. fi(z) = tg |§ ~x|, falz) =
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= [tg (§ )], :mﬁmh(m):zlu fs(@) = In(|2| - 2),
folx) =M (2 - |x|> (1) = = fol@) =

b) Ptredpokladejme funkci g(x) co mozné nejjednodussi, nap¥. li-
nearni (nekonstantni). Pfimka, ktera je grafem funkce g(z), pfim-
ky x = 0, = 2 a osa z vymezuji rovinny utvar (pravouhly
lichobéznik, pravouhly trojihelnik, sjednoceni dvou pravouhlych
trojuhelniki). Lezi-li cely Gtvar nad nebo pod osou z, nemtize byt
splnéna podminka uvedena v zadani. Utvar musi lezet nad i pod
osou x a to tak, aby obsah ¢asti Gtvaru nad osou z byl stejny
jako obsah ¢asti itvaru pod osou x. Tomu vyhovuji vSechny line-
arni nekonstantni funkce prochézejici bodem x = 1, napt. funkce

glx)=x—1.

4. a) Vyuzijeme Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté. Pramérnd
n(2)=n(0) _ 392 500 _ —54 1 1
2-0

rychlost zmény pak odpovida podilu

b) Okamzitou rychlost zmény udéva smérnice tecny. Hledame t,
tak, aby platilo n/(¢,) = =30, tj. 3-2-t, — 60 = —30. Zfejmé t, =
= 5. Po péti hodinach od zacatku méreni bude okamzita rychlost
zmény mnozstvi pylu —30 %

A Stochastika — FeSeni

1. a) Vyraz 1 — p je pravdépodobnost jevu, Ze modra vyse¢ neni
zasazena. Vyraz (1 — p)7 predstavuje pravdépodobnost jevu, Ze
modra vyse¢ neni zasazena v sedmi za sebou jdoucich pokusech.

b) Pravdépodobnost, Ze v prvnich dvou pokusech bude zasaZzena
modr4 vyse¢ a v nasledujicich osmi nikoli, je p? - (1 — p)S. K za-
sazeni modré vysece dvakrat v 10 pokusech muze dojit riznymi
zpluisoby, je jich celkem ( ) = 45, proto 45-p2- (1 — p)® je hledany
vyraz.

c) Felixtiv zavér neni spravny. Modra nebo Cervend vysed¢ mize
byt i v néasledujicich 100 pokusech zasazena Castéji nez zluta vy-
seC. Vysledky predchozich pokust neovliviiuji vysledky nasleduji-
cich pokust.
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d) Vysledkem pokusu mutize byt zasazeni vysece zluté nebo Gervené
barvy. Ve ¢tyfech takovych pokusech miize zlutd barva padnout
i-krat, i = 0,1,2,3,4, v ostatnich pripadech cervena. Celkem je
takovych pokust E?:o (?) = 16.
2. Predpokladejme, ze je rozdéleni veli¢iny X binomické. Pak pro
pravdépodobnost, ze k jevu dojde v n pokusech pravé k-krat, plati
P(X =k)=(})p"(1- p)" ¥ a pro stiedni hodnotu E(X) = n-p.
Ze zadani je n = 4, F(X) = 2, proto p = 1. Z obrazku 1 lIze
- . 2
vydist P(X = 2) = 1—76, tj. (;1) -p?-(1—p)
vsak (3) 2 (11— p)2 = %. Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny X proto neni binomické.

[l ol

%.Prop:%je

A Geometrie — FeSeni

1. a) Jsou-li A, B, C kolinearni, pak C' — A = k- (B — A). Protoze
B—-A=(4,0,-8)aC—A=(-2,0,4), plati k = —%. Nasobek k
je zaporny, vektory B — A, C' — A jsou nesouhlasné orientované,
C tedy lezi na polopfimce opa¢né k poloptimce AB, neni proto
bodem tsecky AB.

b) Ze zadani vyplyvda D— A = (B—A),atedy D = A+(B—A) =
= [3,1, —6]. Ukol a) i b) bylo mozné vytesit uzitim parametrického
vyjadreni useCky AB.

2. a) Uvazujme E v tsekovém tvaru _igxl + %18:62 + %.’Eg =1,
z néhoz lze snadno ziskat pruseéik [—9,0,0] s osou x; a prisecik
[0, —18,0] s osou z3. Trojthelnik uréeny témito priseciky a pocét-
kemméobsahS=%~9-18:81.

b) Jednim z normalovych vektort roviny je vektor (2,1, —2) ko-
eficienttt obecné rovnice roviny E. Odpovidajici bod [2, 1, —1] v8ak
neni bodem roviny FE. Uvazujme proto k-nasobek vektoru
(2,1,—2) tak, aby jeho soufadnice zérovenn vyhovovaly pfedpisu
pro rovinu E; 2 -2k + k — 2 - (=2k) = —18. Zfejmé je k = —2
a (—4,—2,4) je hledany vektor.



MATURITA Z MATEMATIKY V BAVORSKU — ZADAN{ ULOH . 243

Zkusebni ¢ast B, 180 minut
B Analyza

1. Je déna funkce h: x — 3z - (—1 + Inz) definovana v R*. Na
obrazku 2 je graf Gj, funkce h pro 0,75 < x < 4.

[¢)]

Obr. 2

a) Urdete rovnici teény ke grafu G, v bodé (e | 0) a vypoctéte
velikost hlu, pod nimz te¢na protina osu z.
(Ke kontrole: h/(x) =3 -Inx)
b) VySetfete monotonii grafu Gj. Urcete limitu funkce h pro
x — 400 a zdivodnéte, ze [—3; +o0] je obor hodnot funkce h.
c) VySettete chovani funkce h a jeji derivace h’ pro z — 0 a do-
kreslete do obrazku 2 graf Gy, v oboru 0 < x < 0,75.
Funkce h*: 2 — h(x) s defini¢nim oborem [1; +oo] se od funkce h
odlisuje pouze defini¢nim oborem. Na rozdil od funkce h existuje
k funkci h* funkce inverzni.
d) Urdcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce inverzni k funkei h*.
Vypoctéte soufadnice priuseciku S grafu funkce h* s pfimkou
o rovnici y = .
(Diléi visledek: z-ovd souradnice priseciku: 1)
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e) Nadrtnéte do obrazku 2 graf funkce inverzni k funkci h* s vy-
uzitim dosavadnich vysledki, pfedevsim polohu bodu S.

f) V obrazku 2 vysrafujte plochu, jejiz obsah Ay odpovida hod-
noté integralu [ [z — h*(z)] dz, kde zg je 2-ové souiad-
nice bodu S. Graf funkce A* a k ni inverzni funkce spolu
s obéma soufadnicovymi osami omezuji v prvnim kvadrantu
plochu s obsahem A. Urcete piedpis pro vypocet A s vyuzi-
tim Ao.

2. Obrézek 3 ukazuje graf funkce V': ¢t — V (¢) definované v [0; 16].
Funkce predstavuje model objemu vody v panvi, ktery se v zavis-
losti na Case méni prilivem a odlivem. Pismenem ¢ je oznacen cas
v hodinéch, ktery uplynul od zac¢étku pozorovani, a V(t) je objem
v krychlovych metrech.

T I —
V(t) Tin m? T 1 Abb.2
1

mAEFARNS

a0 ||
it
0]

100

0 | | | | -

Obr. 3

a) S pomoci obrazku 3 urcete pfiblizné objem vody pét hodin od
zacatku pozorovani a dobu, po kterou je objem vody aspon
450 m3.

b) Z grafu funkce V urcete pfiblizné okamzitou rychlost zmény
objemu vody dvé hodiny od zacatku pozorovani.

c) Vysvétlete, co znamend, kdyz pro ¢ € [0; 10] plati vztah V(¢ +
+6) =V (t) — 350. S pomoci obrazku 3 rozhodnéte, zda tento
vztah plati pro ¢ = 5 a zdtvodnéte své rozhodnuti.
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V jiné péanvi se objem vody v ni obsazené také meéni prilivem

a odlivem. Okamzita rychlost zmény objemu je pro 0 < ¢t < 12

modelovand v R definovanou funkei g: ¢t — 0,4-(2t3 —39t> 4 180t).

Opét je t ¢as v hodinach, ktery uplynul od zacatku pozorovani,

a g(t) je okamzita rychlost zmény objemu v -.

d) Zduvodnéte, pro¢ jsou hodnoty funkce g pro 0 < t < 7,5
kladné a pro 7,5 < t < 12 zaporné.

e) Vysvétlete vyznam hodnoty integralu f: g(t) dt pro 0 < a <
< b < 12. Vypoctéte objem vody, ktera je v panvi 7,5 ho-
diny po zacatku pozorovani, kdyz na zacatku pozorovani bylo
v panvi 150 m? vody. Zdivodnéte, Ze je to maximalni mnoZstvi
vody v panvi.

tloha 1 uloha 2 >
alblcl|d|e|f|lal|bl|lc|d]|e
BE |44 3|4 |3 |4|2|3|3|4]|6]40

B Stochastika

Elektronicky stabiliza¢ni program auta (ESP) miZze branit smyku,
a tim i nehodam.

1. V nésledujicich tkolech predpokladejme, ze 40 % vSech aut je
vybaveno ESP.
Néahodné je vybrano 200 aut; nahodna veli¢ina X popisuje pocet
vybranych aut s ESP.
a) Urcete pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi auty je asponl 70
vybaveno ESP.
b) Urcete pravdépodobnosti nasledujicich jevii.
A: Paté vybrané auto je prvni s ESP.“
B: ,Hodnota ndhodné veli¢iny X se od stfedni hodnoty lisi
nejvyse o smérodatnou odchylku.“

2. V parkovacim domé je celkem 100 parkovacich mist.

a) V parkovacim domé je 20 volnych parkovacich mist; kazdy ze
¢tyr motoristd hleda parkovaci misto. Zformulujte tlohy tak,
aby jejich fesenim byly nasledujici vyrazy.
a)20-19-18-17 B) (%))
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Parkovaci diim je nyni obsazen 100 auty, z nichz 40 je vybaveno

ESP.

b) Sedm z téchto 100 aut jsou auta nizsi t¥idy, ktera nejsou vy-
bavena ESP, 90 aut neni z kategorie ,nizsi tfida“. Uvazuji se
nasledujici jevy:

E: ,,Auto ndhodné vybrané v parkovacim domé je vybaveno
ESP.“

K: ,Auto ndhodné vybrané v parkovacim domé je auto nizsi
tridy.“
Urlete vyznam Pk (E) a uréete tuto pravdépodobnost.

¢) Z aut stojicich v parkovacim domé se ndhodné vybere 30 aut.
Urdéete pravdépodobnost toho, Ze je mezi nimi praveé 40 % vy-
baveno ESP.

tloha 1 tloha 2 >
a|b|lal|b|ec
BE | 3 7 3 3 4 |20

B Geometrie

V pravotihlé soustavé souradnic jsou dany body A(0[0]|1), B(2]61),
C(—4]8]5) a D(—6|2|5). Lezi v jedné roviné E a tvofi ¢tyfthelnik
ABCD, jehoz thlopticky se protinaji v bodé M.
a) Ukazte, ze pfimka AB je rovnobéZzna s rovinou x1xs.
b) Dokaite, Ze ¢tyftahelnik ABCD je pravothelnik. Urdete sou-
fadnice bodu M.
(Dilét vysledek: M(—2]4|3))

c) Urcete obecnou rovnici roviny E.

(mozny vysledek: 3x1 — x9 + 5x3 —5=10)

D

Solarni panel je pripevnén ke kovové trubce, ktera

je kolmé na horizontalni rovinu. Modelem solarniho
panelu je obdélnik ABC D. Kovovou trubku lze po-
psat tseckou, jejiz krajni bod M predstavuje misto, A
kde je upevnén solarni panel (viz obrazek 4). Hori-
zontalni rovinu predstavuje v modelu rovina zxs;
jedna délkova jednotka v modelu odpovida 0,8 m ve
skutecnosti.

C

Obr. 4
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d) Aby se dosdhlo co nejvétsiho vyuziti energie, musi byt thel
sklonu ¢ solarniho panelu od horizontalni roviny mezi 30°
a 36°. Ovérite, zda je tato podminka splnéna.

e) Na solarni panel dopadaji sluneéni paprsky, které jsou v mo-
delu znézornény rovnobéznymi primkami, které jsou kolmé na
rovinu E. Solarni panel vytvafi na horizontalni roviné stin ve
tvaru obdélniku.

Pomoci vhodné popsaného obrazku ukazte, ze lze obsah stinu

vypoditat pomoci vyrazu |zﬁ| . L‘gil - (0,8 m)z.

f) Pro co moZné nejefektivnéjsi vyuziti energie ze sluneéniho svét-
la v pribéhu dne se muze kovova trubka se solarnim panelem
otacet kolem podélné osy trubky. Velikost sklonu ¢ k hori-
zontalni roviné pritom zlstava stejna. Uvazuje se rohovy bod
panelu, ktery je v modelu ozna¢en bodem A. S presnosti na
centimetry vypoctéte polomér kruznice, po které se tento ro-
hovy bod otacenim kovové trubky pohybuje.

uloha >
blc|d|e]|f
BE |1]4|3]3]|5 20

Reseni uloh ¢asti B
B Analyza — feSeni

1. a) Pro splnéni obou ¢asti tkolu hledejme h’'(e), tj. smérnici
tecny. Plati h/(z) = 3(Inz — 1) +3z- 2 = 3-Inz, a tedy #'(e) = 3.
Te¢na mé v bodé€ [e,0] rovnici y = 3 - (x — ¢) a svird s kladnou
Casti thel ¢ = arctg3 & 71°34".

b) Prvni derivace funkce h je kladné pro x > 1 a zédpornd pro 0 <
< z < 1, proto je funkce h rostouci v intervalu (1, 4+00) a klesajici
v (0,1). Pro z = 1 mé funkce h ostré lokdlni minimum h(1) = —3,
nebot h/(1) =0 a h je v bodé x = 1 spojitéa.

Pro neomezené rostouci hodnoty x rovnéz hodnoty funkce h
rostou neomezeneé, tj. mgg_loo 3x(Inx — 1) = +o0.
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Funkce h je v defini¢nim oboru spojita, nabyva vSech hodnot
z intervalu (—3, +00), ktery je oborem hodnot funkce h.

¢) S vyuzitim znalosti pribéhu funkce y = Inz je lim, g+ h'(z) =
= —o00. Chovani funkce A blizko 0 zjistime pomoci limity, k jejimuz
vypoctu uzijeme 1’'Hospitalovo pravidlo:

1 .
lim h(z) = lim nz-l — |ijm —= = lim (=3x2)=0
r—01 r—0t 3z r—0t T 37,2 z—0t

Nacrtek Gy, viz prerusovana ¢ara v obrazku 5.

v
4 s)
i

el T /

®
=

-2 ‘

-3

Obr. 5

d) Oznaéme h*~! funkei inverzni k h*, pak je Dj.-1 = Hp- =
= Hj, = (—3,4+0), Hp«-1 = Dp~ = (1,+00). Soufadnice priise-
¢iku S se ziskaji FeSenim soustavy rovnic y = x, y = 3z-(—1+Inx).

V souladu s diléim vysledkem je S = {e%;eg}.
e) Viz obréazek 5.

f) Plocha odpovidajici danému integralu je omezena p¥imkami
x = e, y = x a kiivkou, kterd je grafem funkce h*(x). Plocha
s obsahem A je vyznacena na obrazku 5.

Utvar U s hledanym obsahem A je soumérny podle osy prvniho
a tfetiho kvadrantu, protoze stejnou vlastnost maji grafy navza-
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jem inverznich funkei h* a h* !, které ttvar omezuji. Polovinu
utvaru U lze sestavit z Gtvaru s obsahem A( a pravouhlého rov-
noramenného trojuhelniku s odvésnou délky e a obsahem % e,
Cely Gtvar U mé dvojnasobny obsah, tj. A =2- Ay + 2.

2. a) Objem vody v panvi je po 5 hodinach od za¢atku pozorovani
pfiblizné roven 480 m>. Na ose t lze vy¢ist, Ze objemu 450 m? bylo
dosazeno asi 1,5 hodiny po zacatku pozorovani. Asi po 5,5 ho-
dinach objem vody klesl pod sledovanou hodnotu. Aspoii 450 m?
vody bylo v panvi po dobu pfiblizné ¢tyr hodin.

b) Okamzitou rychlost zmény objemu vody dvé hodiny od za-
¢atku pozorovani lze z grafu zjistit pomoci smérnice tecny v bodé
s prvni soufadnici ¢t = 2. Pokud by se do obrazku 3 nacrtla tec¢na,
byla by jeji smérnice priblizné 2 v délkovych jednotkéach uréenych
rozmérem Gtvercové sité. To viak odpovidé nartstu zhruba 100 m?
za 1 hodinu.

c) Vztah V(¢ 4 6) = V() — 350 znamen4, Ze Sest hodin od pozo-
rovani v ¢ase t, je v panvi o 350 m® vody méné nez v case t.
Pro t = 5 vztah neplati, nebot V(5)—V(11) a 480—200 # 350.

d) Funkce g je spojitd. Body 0, 7,5, 12, jimiZ jsou urceny zadané
intervaly, jsou nulovymi body funkce g. Plati proto g: ¢t — 0,4 -t -
- (t—=12) - (2t — 15). Souéin ¢initelu je kladny pro ¢t € (0, 7,5) nebo
t > 12, zaporny pro t € (7,5,12) nebo t < 0. Zapornd t a ¢t > 12
vSak nejsou v defini¢nim oboru funkce g.

e) Integral udava, jak se béhem ¢asového tiseku od @ hodin do b ho-
din zménil objem vody v panvi oproti objemu zjiSténému v Case a.

Pro vypocet objemu vody v panvi po 7,5 hodinach od zacatku
pozorovani vyuzijeme pfedchoziho poznatku.

7,5
V(7,5) = 150 + / g(t) dt = 150 + [0,2¢* — 5,2¢> + 36t2](7)’5 ~
0
~ 614 m?.

Pro t € (0,7,5) jsou hodnoty funkce g kladné, voda v panvi pfi-
byvéa, v okamziku ¢ = 7,5 voda pfestane pfibyvat a nasledné zacne
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ubyvat, proto je pro t = 7,5 v panvi nejvice vody. Pfesnéji, ob-
jem vody v panvi v ¢ase t lze ur¢it pomoci primitivni funkce G(t)
k funkei g(t),

V(t) =150 + /t g(t) dt = 150 + G(t) — G(0).
0

Funkce G(t) je spojité, v intervalu (0,7,5) je rostouci a v (7,5,12)
klesajici, pro t = 7,5 tedy nabyva svého maxima. Maximalni
hodnoty nabyva i V'(t), nebot se od G(t) lisi pouze o konstantu
150 — G(0).

B Stochastika — FeSeni

1. a) Ndhodné vybrané auto bud mé ESP (s pravdépodobnosti
p = 0,4), nebo neni vybaveno ESP (s pravdépodobnosti 1 — 0,4 =
= 0,6). Ndhodnd veli¢ina X mé binomické rozdéleni. Pravdépo-
dobnost popsaného jevu J je vhodnéjsi uréit pomoci pravdépo-
dobnosti opacného jevu J: ,Mezi 200 vybranymi auty je nejvyse
69 aut s ESP.“. Pravdépodobnost, ze mezi 200 auty je pravé k

aut vybaveno ESP, je rovna (220) k1 —p)200_k, p = 04.

Soucet Zigzo (220) (1 - p)200_k predstavuje pravdépodobnost
jevu J¢. Pro jev J plati P(J)=1—-P(J)=1-— 2920 (220) pk
(1-p)*F ~ 10,064 = 0,936

b) Pokud se poprvé objevi auto s ESP az pfi patém vybéru, musi
byt prvni étyfi vybrand auta bez ESP, a tedy P(A4) = (1 — 0,4)4 .
0,4 ~ 0,052.

Nahodné veli¢ina s binomickym rozdélenim mé stfedni hod-
notu F(X) = n - p a smérodatnou odchylku o = y/n-p- (1 —p).
Pro zadané hodnoty n = 200 a p = 0,4 je F(X) = 80, 0 = V/48.
Nahodna velicina X se bude od stfedni hodnoty liSit nejvyse
o smérodatnou odchylku, bude-li nabyvat hodnot od 74 do 86
véetné. Odtud je P(B) = 26:74 (220) k(1 - p)QOO_k ~ 0,652.
2. a) Na parkovisté postupné pfijizdéji motoristé A, B, C, D.
Kolika zptisoby mohou obsadit 20 volnych mist?
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) Uvazujte pfipad, kdy zalezi na tom, kdo kde zaparkuje.
Ridi¢ A si miize vybrat misto k stani dvaceti zptisoby, B ma
jiz jedno misto obsazeno a vybira si z devatenacti volnych mist,
C vybird z 18 a D ze 17 mist. Pocdet vSech zpusobd, jimiz si lze
vybrat ¢tyTi mista z dvaceti a zdlezi na tom, kdo si které vybere,
je dan soucinem 20-19-18 - 17.
B) Nezéalezi na tom, kdo na konkrétnim misté zaparkuje, rozho-
dujici je obsazenost parkovaciho mista.
Resenim je pocet vsech CGtyiprvkovych podmnozin mnoziny
s 20 prvky, tj. (240).

b) Ctyiicet aut ze 100 je s ESP, proto P(E) = 0,4. V parkovacim
domé je 100 —90 = 10 aut nizsi t¥idy, tudiz P(K) = 0,1. Px(F) je
pravdépodobnost jevu E za podminky, Ze jiz nastal jev K, tj. prav-
dépodobnost, ze vybrané auto je s ESP za podminky, Ze je nizsi
tridy. Ze zadani vyplyva, ze v parkovacim domé jsou 10 — 7 = 3
auta nizsi t¥idy vybavend ESP. Odtud je Pk (E) = 3/10 = 0,3.

c) Jev nastane, bude-li pravé 12 z 30 vybranych aut vybaveno
ESP. Situace pripominé klasickou tlohu o losovani barevnych kou-
li z urny bez vraceni. Pravdépodobnost jevu vypocCteme nasle-

dovné:
4
M ~ 0,176.

100
(50)
B Geometrie — FeSeni

a) Body A, B maji stejnou tfeti soufadnici, lezi tedy ve stejném
poloprostoru uréeném rovinou z1x2 a jsou od ni stejné vzdaleny,
proto pifimka jimi urcend je s rovinou zixs rovnobézna. Vzajem-
nou polohu lze ovéfit vypoctem: (2,6,0)-(0,0,1) =0, kde (2, 6,0)
je smérovy vektor piimky AB a (0;0;1) je normdlovy vektor ro-
viny xixs.

b) Ctyfihelnik se shodnymi prot&jsimi stranami a kolmymi sou-
sednimi stranami je pravouhelnikem. Zpusob ovéfeni shodnosti
a kolmosti pfislusnych stran je zfejmy, proto postupujme jinak.

v _ 7

Vyuzijeme vlastnost thlopfic¢ek; rovnobéznik se shodnymi thlo-



25M. KaSpArROVA, L. Honzik, J. HORA, S. PECHOUGKOVA

pfickami je pravothelnik. Ctyfuhelnik ABCD je rovnobéznik, pro-
toze jeho thlopfic¢ky maji spoleény stied, %(A—f— C) = %(B +D) =
= [-2,4, 3]. Tim jsou zdroveii ureny soufadnice bodu M. Vektory
C—A=(-4,84),D— B = (—8,—-4,4) jsou smérové vektory
thlopricek. Maji stejnou velikost, thlopficky jsou proto shodné
a ABCD je pravouhelnik.

¢) Normaélovy vektor roviny E uréime jako vektorovy souéin jejich
dvou smérovych vektort 77 = ABx AC =38 (3,—1,5). Ozna¢me
X = [z1,x2, 23] libovolny bod roviny E, ax je také smérovy vek-
tor roviny F, proto je kolmy na normalovy vektor. Z podminky
AX -1 = 0 ziskdme obecnou rovnici roviny 3x; —x2+5x3—5 = 0.
d) Uhel sklonu solarniho panelu s horizontalni rovinou uréime jako

odchylku (vhodného nésobku) normélového vektoru roviny F,
(3,—1,5), a normdlového vektoru (0,0, 1) roviny x1zs:

(37_1a5) ! (07071) 5 o10/
cosp = = , & 32°19
|(37_175)‘|(07071)| V35
Sklon solarniho panelu je vétsi nez 30° a mensi nez 36°, vyhovuje
proto predepsané podmince.

c=D
M
A=B O
A I
Obr. 6

e) Z popisu situace vyplyva, Ze obdélnik reprezentujici stin mé
stejnou sitku | AB| jako solarni panel a jeho délku |HI| = |AO|, viz
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obrazek 6, Ize dopocitat z délky solarniho panelu |E| a sklonu ¢
panelu k horizontalni roviné. Z pravouhlého trojuhelniku AOD
plyne cos¢ = |ﬁ| : |AO|, a tedy |HI| = |AO| = \E| : COS .
Obsah stinu je |zﬁ| C|HI| = |xﬁ| : |E\ : cos @ Gtverecnych jed-

|- |AD|
cos ¢

notek v modelu, a tedy \E - 0,82 m? ve skutec¢nosti.

f) Stfed S kruznice, po niz se bod A pohybuje, lezi ve stejné roviné
jako body A, B, proto je jeho t¥eti souradnice rovna 1. Bod S lezi
na kolmici bodem M k roviné x;x2, ma proto stejnou prvni a dru-
hou soutadnici jako bod M, tj. S = [-2,4,1]. Polomér kruZnice
v modelu odpovida velikosti vektoru AS, r = |AS| = [(—2,4,0)| =
= 24/5. Ve skute¢nosti je polomér roven 25 - 0,8m =~ 358 cm.

Pokracovani v dalsim ¢isle.
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Abstract

The article deals with the mathematical problems of Bavarian
matura given in May 2017. The problems of analysis, stochastic
and geometry are discussed for both of its parts A, B or B-CAS.
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