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MATEMATIKA

Goniometrické nerovnosti

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

UkaZzeme si zobecnéni goniometrickych nerovnosti z ¢lanki [1] a [3] na
pripad s libovolnym poctem séitanci. Nauc¢ime se vyuzivat konkavnost
funkce a ukaZeme si, jak dokazat nerovnost prevedenim rozdilu levé a
pravé strany na soucin. Vedle odvozenych a dokazanych vztaht budou
pro nas zajimavé i zpusoby, jakymi tyto vysledky dostavame.

1. Uvod

V ¢lanku [I] (viz téz |2]) je uveden elementarni dikaz &tyf goniomet-
rickych nerovnosti

3V3

sina + sin § + siny < 5 (1)
3
sin%+sin§+sin%§§ (2)
3
cosa + cos B+ cosy < 3 (3)

o B v _3V3
(:os~2—|—(:os2—|—cos2 < 5
které plati pro vnitini thly libovolného trojihelnika, tedy pro vSechna
kladna reédlna ¢isla «, 8, v spliwjici vztah o 4+ 8 + v = 7, méfime-li ahly
v radidnech.

V ¢lanku [3] jsme zobecnili vyraz na levé strané nerovnosti (1)) a (2)
na tvar

sin(pa) + sin(pf) + sin(py)

a podobné vyraz na levé strané nerovnosti [B) a @) na tvar

cos(pa) + cos(pf) + cos(py).

Dale jsme provedli numericky experiment, kdy jsme pro rtizné hodnoty
parametru p, 0 < p < 1, volili velké mnozstvi hodnot argumentt «,
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MATEMATIKA
a v splijici podminku o+ 8+ v = 7 a hledali jsme nejvétsi a nejmensi
hodnotu sou¢tu sinii a kosinti. Minimum a maximum jsme pak vynesli
do grafu v zavislosti na parametru p a vyslovili tuto hypotézu:
Je-1i
pe(0,1), >0, 820,720, at+f+y=m,

potom plati
. . . . . pm
sin(pm) < sin(pa) + sin(pB) + sin(py) < 3sin 5 (5)

2 + cos(pm) < cos (pa) + cos (pB) + cos (py) < 3cos ]g (6)

Maxima nastavaji pro a = 3 = v = %, minima nastavaji, je-li jeden
z uhla roven 7 a ostatni dva thly jsou nulové.

2. Zobecnéni

Polozme si otazku: Jak se zméni maximum a minimum souc¢tu sind a
kosint, zménime-li pocet séitancia?
Oznaéime-li 1 = pa, x9 = pB, x3 = py, pak

r1+ a2+ a3 =plat+B+y)=pr

a miZeme levou nerovnost v (Bl) napsat ve tvaru

n n
siani < Zsinxi, (7)
i=1 i=1

levou nerovnost v (@) ve tvaru

n n
n71+costi§Zcosxi, (8)
i=1 i=1

pravou nerovnost v (@) ve tvaru

n 1 n
;sinxi < nsinﬁz;aci 9)
1= 1=
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MATEMATIKA

a pravou nerovnost v (@) ve tvaru

n 1 n
z;cos x; < mcos - Z;acz (10)
1= 1=

V tomto ¢lanku budeme vzdy uvazovat

Jak ukdzeme dale, nerovnosti (7)—(I0) plati pro v8echna pfirozena n za
urcéitych podminek, které jesté upfesnime.

Pro n = 1 se soucet zredukuje na jediny ¢len, platnost vztaht (7)—(I0)
je ziejma, nastava totiz rovnost, dokonce pro vSechna x; € R.

3. Dolni odhady

Uvazujme nejprve n = 2 a zkoumejme dolni odhad souétu sint
sin(zq + x2) < sinxy + sin xs.

Tento vztah odvodime spolu s podminkou, za které plati, tim, Ze rozdil
pravé a levé strany prevedeme na soucin. Ze sou¢inu bude 1épe vidét, kdy
je kladny, tedy kdy plati ostrd nerovnost, a kdy prochéazi nulou, tedy
kdy nerovnost prestava platit, tedy jaké jsou hranice oblasti platnosti
nerovnosti. Konkrétné dostaneme (podrobnosti jsou uvedeny v dodatku)
x x 1+
sinxy + sinxo — sin(zy + x2) = 4sin ?1 sin ?2 sin %
Soucin je vyhodny, protoZe z néj lze snadno urcit, kdy je rovny nule. To
nastane v téchto tfech piipadech:

1. je-li sin% =0, pak % =km, 1 = 2km, k€ Z,
.. . X2
2. je-li sin > = 0, pak o = 2km, k € Z,
Z1

3. je-li sin % =0, pak 1 + 29 = 2km, k € Z.
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MATEMATIKA

To jsou tii ekvidistantni soustavy pifmek v roving (pfimky rovnobé&zné
s osou z, rovnobézné s osou y a primky klesajici pod thlem 45°). Tyto
primky rozdéli rovinu na pravoahlé trojuhelniky. Nas zajima ten troju-
helnik, ktery je nejblize poc¢atku v prvnim kvadrantu, tedy trojuhelnik
ohrani¢eny primkami

r1 =0, x2=0, z1+x2=2mT.

Na hranici tohoto trojihelniku je rozdil

n n
E sinx; — sin E T;
i=1 =1

nulovy. Uvnitf je kladny, protoze je to soucin éisla 4 a t¥{ kladnych
vyrazi. Tedy pro n = 2 plati: je-li

2120, 2220, @1+x2<27

pak
n n
sin E x; < E sin x;.
i=1 i=1

Uplnou indukei (viz dodatek) snadno dokaZeme, Ze toto plati pro viechna
prirozena n za podminky

Pro minimum souc¢tu kosini miZeme postupovat obdobné. Opét si
upravime rozdil pravé a levé strany dokazované nerovnosti na soucin.
Pro n = 2 to bude

. T1 . T2 1+ T2
cosxy + cosxa — (1 + cos(zy + x2)) = 4sin > sin 5 cos —
Ten bude nulovy opét na pfimkach, které rozdéli rovinu na trojuhelniky.
Nas zajima ten nejblize poc¢atku v prvnim kvadrantu, tedy trojuhelnik

ohrani¢eny pifimkami

r1=0, a22=0, z1+a2=m.
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MATEMATIKA

Vidime, Ze tento trojuhelnik je mensi nez oblast platnosti dolniho odhadu
pro soucet sinii. A tuplnou indukci pak zobecnime na pripad n s¢itanct

a dostaneme
n n
n—l—i—cosg xigg Ccos T;
i=1 i=1

za podminky

4. Horni odhady

4.1. Konkavni funkce

Dokézat, ze soucet sini pfip. kosini bude maximaélni, jestlize vSechny
hodnoty argumentii (z jistého intervalu) budou stejné, lze riznymi zpi-
soby. MuiZzeme vyuzit skuteénosti, ze funkce sinus je na intervalu (0, )
konkavni. Pojdme se tedy podrobnéji podivat na vlastnost, ktera se na-
zyvéa konkavni a konvexni. Na obr. [[] vidime dva mnohotihelniky. Ten
vlevo je konvexni, ¢esky vypoukly nebo vypukly. Zédny jeho vnitini
thel neni vétsi nez 180°, mnohotihelnik lezi cely v jedné poloroviné vy-
mezené piimkou uréenou libovolnou jeho stranou. Naopak ten vpravo je
nekonvexni, ¢esky vyduty. Velice neodborny popis by mohl znit, Zze je
promackly dovnitf.

Obr. 1: Mnohothelnik vlevo je konvexni, mnohothelnik vpravo je nekonvexni

Pojmy konvexni a naopak konkavni zavadime i pro grafy funkci a od-
tud pro funkce samotné. Samoziejmé zalezi na tom, z které strany se na
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MATEMATIKA

graf funkce divame. Uvazujeme Cast roviny nad grafem funkce. Tak napft.
graf funkce y = 22, tedy parabolu ve tvaru jamky nazyvdme konvexni,
protoze Cast roviny nad grafem neni proméckla dovnit¥. Naopak graf
funkce y = —z2, tedy parabolu ve tvaru kopecku nazyvame konkavni.

Jako uzite¢nou predstavu uvazujme stopu motocyklisty po zasnéze-
ném parkovisti. Kdyz ma fiditka sto¢ena doprava, bude zatacet doprava.
Tuto vlastnost kiivky nazveme konkavni. Zde mlcky predpokladame, ze
stopa motocyklisty je graf funkce, ktery kreslime zleva doprava. Kdyz
jsou Fiditka stocend doleva, bude naopak zatacet doleva a tuto vlastnost
nazveme konvexni.

Body, kde kfivka prechazi z konvexni do konkavni nebo naopak, na-
zyvame inflexni body. Toto slovo je slozené z pfedpony in, kterd zde
znamené opak, nepfitomnost, a ze slova flexe, které zde znamené ohyb.
Tedy slovo inflexe bychom mohli volné prelozit jako bod, kde neni ohyb.
To nastane, pokud bude na§ motocyklista otacet riditky zleva doprava
(nebo obracend). Pak v jednom okamZziku bude mit Fiditka rovné a na
jeho stopé vznikne inflexni bod.

Pro definici pojmu konkavni pouZijeme obr.[2l Zde vidime graf funkce
f(z) = sin(z) na intervalu (0, 7). VSimnéte si, Ze kdyZ zvolime libo-
volné dvé ¢isla x; < xo v tomto intervalu a spojime body (x1, f(z1)) a
(z2, f(x2)) tseckou, tak body grafu (z, f(x)) lezi nad touto useckou (pro
argumenty z, < x < xa).

A

flzi+ (A —t)x2) -----———

tfe) + (1 —t)f(x2) |- - - /-~

>

1 tr1 + (1 — t):L'Q T2

Obr. 2: Graf konkavni funkce vypada jako ¢epicka (anglicky cap like). Spojime-
-li dva body na grafu useckou, pak graf lezi nad touto tseckou.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Jak to lze zapsat? Cislo z mezi ¢isly 21 < x4 lze zapsat
x=try+ (1 —t)zs, te€(0,1).

Zde ¢islo t je parametr, ktery urcuje, jestli bude x blize x1 (pro ¢ blizké
jedné) nebo blize xo (pro t blizké nule). Je to vaZeny primér hodnot xq
a T2, kde vahami jsou koeficienty ¢ a 1 — ¢. Bod na grafu méa soufadnice

(@, f(x)) = (te1x + (1 — )@, f(t1 + (1 — t)22)).
A bod na tseéce spojujici body (z1, f(z1)) a (22, f(z2)) mé soufadnice
(tz1 + (1 = t)aa, tf(x1) + (1 — 1) f(22)).

Slovy bychom tedy mohli konkavni funkci popsat tak, ze funkéni hodnota
prumeéru je vétsi nez prumeér funkénich hodnot.
To plati pro dva argumenty. Oznac¢ime-li ¢; = ¢, to = 1 — ¢, miaZeme
psat
tif(zr) +taf(ze) < f(tiz1 + taza).

Uplnou indukei lze dokézat, ze odtud pro n argumenti za podminky

plyne vztah
n n
i=1 =1

To je znAma Jensenova nerovnost, viz. napt. [4].
Volime-li t; = £, dostaneme pro f(z) = sin(xz)

n n
. 1
0<z; <m= g smacignsmﬁ E Zi, (11)

i=1 i=1

tedy vztah podobny vztahu (@), zde ov8em jiz s konkrétnimi postacu-
jicimi podminkami. Tyto podminky jesté rozSifime. Zde pozadujeme
0 < z; < 7, protoze na tomto intervalu je funkce sinus konkavni. To
je jednak vidét z grafu. Vratime-li se k naSemu ptirovnani k motocyklis-
tovi, tato ¢ast grafu funkce sinus je pravotociva. Také to lze zduvodnit
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MATEMATIKA

tak, ze body grafu lezi nad se¢nou, protoze smérnice tecny je klesajici,
protoze druha derivace je zaporna.
A pro f(z) = cos(z) dostaneme

n n
T 1
0<z; < §§ E cosmigncosﬁ E Ti, (12)

i=1 i=1

vztah podobny vztahu (I0), zde ovSem opét s postacujicimi podminkami.

Mohli bychom pozadovat obecnéjsi podminku

e
- §$i§§7

ol

protoze na tomto intervalu je funkce kosinus konkavni a to je dosta-
tetna podminka pro pouziti Jensenovy nerovnosti. V dalsim textu i tuto
podminku rozsifime smérem do kladnych hodnot.

Neékdy pracujeme s konvexnimi a konkdvnimi atvary, i kdyz pouzi-
vame jiné oznaceni. Napf. ve fotografii se vyskytuje opticka vada objek-
tivu, nazyvana soudkové zkresleni (anglicky barrel distorsion), kdy jsou
puvodné rovné hrany obdélniku vybouleny ven. Opakem je poduskové
zkresleni (anglicky pincushion distorsion), kdy jsou hrany obdélniku pro-
hnuté dovnitf a vznikne nekonvexni mnozina.

4.2. Prevod rozdilu na soucin pro maximum sini

Podobné jako pro dolni odhad i zde, pro horni odhad sou¢tu sinii
s vyhodou pouzijeme pfevod rozdilu pravé a levé strany na soucin. Pro
n = 2 chceme dokézat nerovnost

. . . 1+ X2
sinxy] +sinzry < 2sin ———=

a odvodit podminky, za kterych plati. Pfevedeme rozdil pravé a levé
strany na soucin

T+ T2

. . . . X1+ X2 . 9T — X2
2sin T — (sm xr1 + sin mg) = 4sin sm2

2 4

abychom zjistili, kdy je kladny a kdy prochazi nulou. Tento vyraz bude
nulovy v téchto dvou pripadech.

1. Pro
. T1+ X2
smT =0.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

V tomto pfipadé
x1 + xo = 2km, k € Z.

To je soustava ekvidistantnich klesajicich pfimek v roviné zi-z5. Tyto
primky rozdéluji rovinu do pésii, ve kterych je rozdil pravé a levé strany
stiidavé kladny (nerovnost plati) a zaporny (nerovnost neplati). Nés za-
jiméa oblast platnosti v prvnim kvadrantu nejblize po¢atku. Spolu s pod-
minkami 0 < z1 a 0 < x9 néas zajimé nejvice pfimka z; + 22 = 2,
protoze tyto pfimky ohranicuji trojuhelnik, na kterém plati studovana
nerovnost.
2. Soucin bude dale nulovy pro
. oLl — X2
sin 1 = 0.

Tedy pro x1 —z2 = 4kw. To je opét soustava ekvidistantnich pfimek ten-
tokrate rostoucich. Pro nés bude nejzajimavéjsi pfimka x1 = . Na této
pfimce je soucin nulovy, tedy bude nulovy i rozdil pravé a levé strany
studované nerovnosti. Tedy pro x1 = 2 nerovnost plati, nastava rov-
nost, dokonce pro vSechna x; € R. ProtoZe je zde ale sinus ve druhé
mocniné, nebude nikdy zaporny a nenarusi platnost nerovnice, tedy ne-
ovlivn{ hranici platnosti vztahu.

T2

T2
2wt

2

T1 T1

s 2w T 2

Obr. 3: Vlevo: oblast platnosti horniho odhadu soué¢tu sinti odvozena z Jense-
novy nerovnosti vyuzitim konkéavnosti funkce sinus na intervalu (0; 7). Vpravo:
oblast platnosti odvozena prevodem rozdilu pravé a levé strany na soudin je
vEtsi.
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4.3. Prevod rozdilu na soucin pro maximum kosint

Podobné jako pro maximum sint, i pro maximum kosinii nejprve pro
n = 2 dokdzeme nerovnost

T+ X2
cosxy + cosxy < 2co8 ——

tak, ze rozdil pravé a levé strany pfevedeme na souéin

xr1 + X2 T+ Ty . 5T — T2
——= —cosxy — cosxy = 4cos 5 sin 1

2 cos
Postupem obdobnym piipadu pro siny dostaneme, Ze na piimce x; = x5
nerovnost plati, protoze plati rovnost, dokonce pro vSechna x; € R.
A piimka

r1+axo=1T7

ohranic¢uje spolu s osami trojihelnik v prvnim kvadrantu, kde plati ne-
rovnost. Tento trojahelnik je opét vétsi nez oblast platnosti ve tvaru
s

Ctverce o strané 7, kterou jsme dostali pouzitim Jensenovy nerovnosti

z konkavnosti funkce kosinus.
4.4. Pramérovani pro vice s¢itanci

Kdyz se nAm nepodafi pro n = 3 prevést rozdil pravé a levé strany
na souéin, jako se nam to podafilo pro n = 2, ani pouzit iplnou indukci,
jako se nam to podafilo pro dolni odhad, mtzeme pfesto pouzit vysledek
odvozeny pro n = 2 a odvodit zavéry i pro n = 3 a vySsi hodnoty
metodou, kterou bychom mohli nepfesné nazvat primeérovani.

Vime, ze plati

z1+ 22 (13)

T1 + 29 <27 = sinxy + sinzy < 2sin
Dale plati (za stalého predpokladu x; > 0): jestlize
1 + 22 + 23 < 27,
pak rozhodné také plati

1 +x2 <2, w9+ 23 <2m, x3+ 1 <27

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Tedy miiZzeme v souc¢tu
sinxy + sinxo + sin x3

vybrat vzdy dva ze t¥{ s¢itancd a pouzit na né odhad (I3 a dostaneme

. . . . T+ T2 .
sinxy, +sinxo + sinxg < QSIHT + sinxs

. . . . T2+ x3 .
sinxy +sinxy + sinxg < 2SIHT + sinxq
. . . . XT3+ 2 .
sinxy +sinxoy + sinxg < QSIHT + sinxs.

Nyni tyto t¥i nerovnice se¢teme, vydélime tfemi, ode¢teme primér sint,

vydélime zlomkem % a dostaneme

. . . . X1+ X2 . X2+ X3 A ]
smxl—l—smxg—l—smxggsmT + sin 5 + sin 5 .

Po opétovném pouziti tohoto kroku dostaneme

sinxy + sinxo + sinxg <
2x1 + x2 + 23 . T+ 229 + 23 . T1+ x9 + 213
f =+ sin 1 =+ sin 1 .

< sin

Pii opakovani tohoto kroku se argumenty sinti blizi aritmetickému pru-

meéru
T1+ T2+ 23

3
a vztah prechézi na

. . . . T1+x2+ T3
sinxy + sinxg + sinxsz < 3sin f’

zde zatim za podminky x 4+ x5 + x3 < 27. Tuto metodu miiZeme pouzit
i pro vice séitanct, tak dostaneme

n 1 n

g sinx; < nsin — g x;,

: n -

i=1 i=1
zatim za podminky

n
> a <om
i=1

Roénik 96 (2021), ¢islo 2 11
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Podrobnéjsim rozborem lze ukéizat, Zze nas horni odhad pro soucet sini

plati pro
S (140)n
i=1 o 2
Pro funkce kosinus lze tento postup pouzit piesné stejnym zptsobem
za, podminky
n
Z €T; § .
i=1
A opét, podrobné&jsim rozborem lze ukézat, ze nas horni odhad pro soucet
kosinu plati pro
n
Z r; < ),
i=1
kde z} = o0, 5 = m a pro vyssi n je x} dano priseéikem grafu dolniho

a horniho odhadu sou¢tu kosini, tedy nejmensi kladné feSeni rovnice

*

x
n — 1+ cosz), = ncos—.
n
Napf. pro n = 3 z rovnice
x*
2 + cosxh = 3cos =2
dostaneme
—1
T3 = 3arccos = 3,588109.

4.5. Pantograf

Nékdy je vhodné neuvazovat funkce sinus a kosinus samostatné, ale
jako dveé slozky jednoho dvouslozkového vektoru

v= (cosa,sina)
nebo dokonce jako redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢&isla
z = cosa + isina,

kde i je imaginarni jednotka spliiujici i2 = —1. Tomu jesté nahrava sku-

tecnost, ze plati
z=-cosa+isina = e'*.

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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A dvouslozkové vektory se dobfe zakresluji v roviné.
Uvazujme tedy pro n = 2 naSe horni odhady

. . . T1+ X2
sinx] +sinxy < 2sin ———

T+ X2
cosxy + cosxy < 2co8 ——

a utvorme vektory
vi = (cosxy,sinzy)

vo = (COS X2,s8inx3)

v= (2005x1;x2,251nm1+m2).

2

Pak levé strany téchto dvou nerovnosti tvori slozky vektoru vi + vo, za-
timco pravé strany tvoii slozky vektoru v. Obr. ] pfipominajici pantograf
ukazuje, ze pokud dva vektory mifi raznym smérem, pak jejich soucet
nedosahne tak daleko jako vektor mifici smérem uréenym aritmetickym
prumeérem téchto dvou thlu. To je zajimavéa graficka interpretace studo-

vanych nerovnosti.

05

L L L L L L
02 04 06 0.8 1.0 12

Obr. 4: Dvojnasobek vektoru (vykreslen ¢arkovang) mificiho do sméru urce-
ného primérem dvou thli dosdhne dale neZ soucet vektoru s témito dvéma
uhly

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 2 13
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5. Dodatky

Prevod rozdilu pravé a levé strany na soudin
Odvodime vztah

. . . . X1 . X2 . X1+ X9
Sinxy + sin e — sm(a:l + ajg) = 4sin ? sin ? sin T

Pouzitim vztahtu
sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3,
sin 2a = 2sin a cos a,

e
1—cosa:2s1n2§

dostaneme
sinxy + sinxo — sin(xy + x2) =

=sinx] +sinxy — sin T COSTy — COS X1 Sin Ty =
=sinzy (1l — cosza) +sinza(l — coszy) =

. . 9 L2 . .21
=sinr12s8in® — + sinxs2sin” — =
2 2
. X L1, . o2 . X2 T2, .
= 2sin — cos —2 sin? > + QSIH7COS 7251n > =

. T1 . T2 Ty . T2 T2 . T1
= 4sin — sin —(cos — sin — + cos — sin —) =
2 2 2 2 2 2

. X1, T2 . T1+ T2
= 4sin — sin — sin ———

2 2

Uplna indukce
Uplnou indukei dokézeme, Ze za podminky

n
z; 2> 0, Zﬂ?i <27
i—1

plati
n n
siani < Zsinxi. (14)
i=1 i=1

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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V hlavnim textu jsme dokézali, Ze nerovnost (I4) plati pro n = 1 a pro
n = 2.

Dokazeme, ze za predpokladu platnosti nerovnosti pro néjaké n tento
odhad plati také pro n + 1. Pak bude platit pro vSechna pfirozena n.
Pritom jesté pouzijeme platnost pro n = 2, coz uz mame dokizano.
Chceme tedy dokazat, ze plati také

n+1 n+1

sin Z x; < Z sin x;.
i=1 i=1
Mizeme tedy psat

L =sin E T; = (roztrhneme sumu na dvé ¢asti)
i=1

n
= sin (Z i + xn+1> < (pouzijeme piedpoklad pro 2)

i=1
n
< sinz i +sinx, < (pouzijeme piedpoklad pro n)
i=1
n
< Z sinx; +sinx,11 = (spojime sumu)
i=1
n+1

= E sinx; = P.
i=1

Tim je dtkaz proveden.
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