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Nekonecna

Martin Dvotdk, IST Austria, Klosterneuburg
Jonds Havelka, MFF UK, Praha

Clanek vychézi ze studijnfho textu M&M [1]. Korespondené¢ni seminaf
M&M se vénuje prevazné matematice, fyzice a informatice.

V ramci korespondencéniho semindfe M&M navrhujeme riazna témata,
nad kterymi miZou ucastnici (pfevazné st¥edoskolaci) badat, a k nim
zvefejiujeme studijni texty a doprovodné tlohy. Nejlepsi Tesitelé byvaji
dvakrat roéné zvani na soustiedéni.

Hilbertuv hotel

Predstavme si, Ze spravujeme hote kde je nekone¢né mnoho jedno-
liazkovych pokoji. COVID-19 ustupuje, takze nam kone¢né bylo umoz-
néno oteviit, coz zpusobilo obrovsky zajem, tudiz mame vSechny po-
koje obsazené. Abychom se v hotelu vyznali, o¢islovali jsme pokoje ¢isly
{1,2,3,...} tak, 7ze kazdé &islo je vyuZito pravé jednou a kazdy pokoj
ma pravé jedno ¢islo. Tedy mame tolik pokojt, kolik je pfirozenych ¢isel.
Tento pocet (tedy nase nekonecno) oznaém jako Ng.

Najednou nam na vchodové dvefe zaklepe novy host. Nejprve ho
chceme odmitnout, vZdyt prece mame vSechny pokoje obsazené, ale pak

DS timto myslenkovym experimentem piigel v prednasce ,,O nekoneénu® roku 1924
némecky matematik David Hilbert, jemuZ v matematice vdé¢ime za mnoho poznatki.
Viz: https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_paradox_of_the_Grand_Hotel

2)Symbol oo se obecné pro nekoneény podet nepouziva, protoze jak uvidime dale,
neni nekoneéno jako nekone¢no. Symbol R (alef, prvni pismeno hebrejské abecedy)
jsme nevybrali ndhodné, o tom tu v8ak nechceme vypravét. Zvidavé jen odkazeme
na: https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph_number

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://www.youtube.com/watch?v=ZMkIiFs35HQ
https://math.stackexchange.com/questions/855/for-any-prime-p-3-why-is-p2-1-always-divisible-by-24
https://math.stackexchange.com/questions/855/for-any-prime-p-3-why-is-p2-1-always-divisible-by-24
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert's_paradox_of_the_Grand_Hotel
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleph_number

MATEMATIKA

se ndm ho zzeli. Nékam ho ubytovat pfece musime. Tak tf¥eba do po-
koje 1. Tam uz v8ak host bydli. Ned4 se nic délat, musime pivodniho
obyvatele pokoje 1 prfesunout jinam. T¥eba do pokoje 2. Puvodniho hosta
z pokoje 2 muZeme piestéhovat do 3 a tak dale. A hle, opravdu se nam
povedlo ubytovat nového hosta do naseho plného hotelu, sice jsme u toho
museli kazdého hosta pfestéhovat z pokoje ¢ do pokoje 7+ 1, ale na to si
zkratka hosté musi zvyknout. Mtzeme si vSimnout, Ze jsme tim ukazali,
7e Ng + 1 = N, jelikoz nyni mame (Rg + 1) hosti v Ry pokojich.

Navic, pokud nam na dvefe zaklepe libovolny pfirozeny pocet n host,
miZeme matematickou indukc kazdého odbavit stejné jako jednotlivce
(coZ uz umime z minulého odstavce), tedy:

Ro+n=Ro+1)+(n—-1)=R+n—1)=Ro+1)+(n—-2) =
=N+ (n=2)=Re+1)+(n—3)=... =Rg+ (n—n) =N

Obr. 1: Prvni st€hovani (uvolnéni prvniho pokoje)

Novy host napsal na nas hotel tak dobrou recenzi, ze se jedna ces-
tovni kancelar rozhodla k nam vypravit autobus. A jelikoZ ta cestovni
kancel&f byla podobna nasemu hotelu, byl to nekoneény autobus — mél
Ng sedadel ocislovanych {1,2,3,...}. Kdybychom se tedy pokusili uby-
tovat do naseho plného hotelu nové hosty po jednom jako vyse, nikdy
bychom neubytovali cely tento autobus. Stéhovani by totiz nebralo konce
a hosté nemaji nekoneé¢né mnoho trpélivosti. Musime na to jit chytfeji a
na nekonéici stéhovani si dat pozor.

Jeden z hezkych zpiisobi je, Ze nechdme kazdého starého hosta z po-
koje i pfestéhovat se na pokoj 2i. Tim se nam uvolnily pokoje {1, 3,5, ... }.

3)https://matematika.cz/matematicka-indukce
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Tedy nového hosta ze sedadla ¢ pfesuneme do pokoje 2¢—1. Jinymi slovy,
staré hosty prestéhujeme do sudych pokoji a nové do lichych. Tim jsme
ubytovali v8echny nové hosty a nevyhodili Zzddného starého. Tedy jsme
ukézali, ze Ny + Ny = pocet starych plus pocet novych hosti = Ny =
pocet pokoji. Matematickou indukeci lze dokézat, Ze pro kazdé pfirozené
¢islo n plati rovnost n - Ny = N.

Ze stejného diivodu je vSech celych &sel (mnoZina Z) stejné mnoho
jako vSech pfirozenych ¢isel (mnozina N).

Nekoneéno na druhou

Cestovni kancelar si nas hotel oblibila, a tak k nam vyslala Ry auto-
busi, kazdy s N lidmi. Nejprve se zhrozime, Ze tolik lidi pfece nemuzeme
nikdy ubytovat. Vzdyt to je nekonecno nekonecéen! Pak si ale fekneme,
i s témito.

Odted dale budeme ignorovat, Ze uz méame plno, a budeme nové hosty
ubytovavat ,nanovo“ do pokoju {1,2,3, ...}, &imZ se pro nas nic podstat-
ného uz nezméni. Formélné feceno, hledame prosté zobrazeni z mnoziny
vSech hostit do mnoZiny pokoji, neboli prostou funkci typu N x N — N.
Abychom zvladli obslouzit vSechny hosty, musime si pofadné rozmyslet,
v jakém poradi je budeme ubytovavat.

Pokud bychom ale zacali prvnim autobusem a ubytovali lidi z jeho
sedadel {1,2,3,...}, nikdy by se nedostalo na lidi z ostatnich autobusi,
protoze v prvnim autobusu poirad bude nékdo, koho je tfeba ubytovat.
Proto budeme rozsifovat pocet autobust, ze kterych ubytovavame lidi.
Kdybychom ale chtéli napriklad nejprve ubytovat vSechny, kdo sedi na
sedadle ¢islo 1 ve vSech autobusech, pro zménu bychom nikdy neubyto-
vali lidi z ostatnich sedadel. Problém lze vyfesit napiiklad nésledujicim
systémem ubytovani hostu.

Jako prvni ubytujeme hosta z prvntho sedadla prvniho autobusu. Do
druhého pokoje ubytujeme hosta z prvniho sedadla druhého autobusu.
Do dalsiho pokoje ale nepiijde host ze tfetiho autobusu, nybrz opét z prv-
niho, konkrétné z druhého sedadla. Az pak ubytujeme hosta z prvniho
sedadla tfettho autobusu, po ném hosta z druhého sedadla druhého au-
tobusu, potom hosta z tfetiho sedadla prvniho autobusu. Nasleduje host
z prvniho sedadla ¢tvrtého autobusu a tak dale. Zacatek této posloup-
nosti muzeme ,zakodovat® jako (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1),
(1,4), (2,3). Graficky znazornéné to muzete vidét na obr.
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Cislo autobusu

1 2 3 4 5
1
2
3
Cislo sedadla
4
5 Cislo pokoje, kam
daného hosta ubytujeme
\J

Obr. 2: Ubytovani R¢ autobust o Ng cestujicich

MiZzeme si vSimnout, Ze v kazdé antidiagonéle, kterou ¢islujeme (hosté
na stejné antidiagonale maji stejny soucet ¢isla sedadla a &isla autobusu),
je koneéné mnoho lidi (v prvnf 1 host, ve druhé 2 hosté, ve tieti 3 hosté,
atd.), tedy na kazdou antidiagonalu se dostane, ale zaroven kazdy host
je v néjaké antidiagonale, takze se opravdu dostane na vSechny. To zna-
mené, ze jsme pravé dokizali rovnost N - Ng = N,

Od tohoto vysledku uz neni daleko k tomu, abychom dosli k zavéru,
Ze vSech racionélnich ¢isel (mnozina Q) je stejné mnoho jako vSech pii-
rozenych ¢isel (mnozina N).

Dale lze matematickou indukei rozsifit na§ poznatek na Rfj = Ry pro
libovolné pfirozené &islo n.

Dva na nekonec¢no

Po takovém tspéchu se nam ozvala dalsi cestovni kancelar, Ze by u nas
chtéla ubytovat sviij autobus hostt. AvSak nemé sedadla ocislovana Cisly;
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ma je oznacena vSemi nekonefnymi ¢arovymi kody (tedy nekoneénymi
posloupnostmi ¢ernych a bilych tseki), jako tfeba ten na obr.

Obr. 3: éérovy kod

Musime vas vSak zklamat, takovy autobus neubytujeme. Jak to ale
dokézat? Dikazy, Ze néco nejde, byvaji v matice véts§inou mnohem ob-
tiZné&jsi nez dikazy, Zze néco jde. Nebo nemusi byt ani komplikované, ale
¢asto vyzaduji néjaky hezky netrividlni napad. Tohle je jeden z nich.

Predstavme si, pro spor, Ze by se nam hosty z takového autobusu po-
vedlo ubytovat. Nasledné vytvorme ¢arovy kod tak, ze prvni tsek tohoto
kédu bude jiny nez prvni tsek ¢arového kdédu hosta v prvnim pokoji
(tj. bude Cerny, pokud prvni ¢arovy kod zacina bile, jinak bude bily).
Druhy tusek tohoto kodu bude jiny nez druhy tsek ¢arového kédu hosta
v druhém pokoji. Treti bude jiny nez tfeti tsek tietiho. ..

Tak jsme vytvorili ¢arovy kod (nazyvany ,negace hlavni diagonaly*),
ktery jisté prislusi néjakému hostovi. Ten host vSak nemuze byt ubytovan
v prvnim pokoji, protoze se neshoduji v prvnim tseku. Nemtze byt ani
v druhém, protoze tam se neshoduji v druhém tseku. .. TudiZ tento host
neni ubytovan v nasem hotelu. Jako bonus (neni t¥eba k nasemu dikazu)
si muZete rozmyslet, Ze toto neni ani zdaleka jediny host, na kterého se
nedostalo.

Neubytovan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

-
|

Obr. 4: Cantorova diagonélni metoda

Timto postupem (ktery se nazyva Cantorova diagonalni metoda) jsme
dokazali, ze v autobuse takové cestovni kancelafe neni stejny pocet lidi,
jako pokojui u nas v hotelu. Ale oc¢ividné jich je také nekonecno.
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Toto ,,jiné“ nekonec¢no je zvykem (za jistych pfedpoklad které zde
nebudeme vice rozvadét) oznacovat symbolem N;. V pFislugném jazyce
muZeme napsat 8; = 2%0; viz ¢arové kody, které maji na kazdém policku
(indexovaném prirozenymi ¢isly — téch je Ng) jednu ze 2 moznych barev
{bila, erna}.

Pokud bychom méli zavedeny pojem mohutnosti, mohli bychom snadno
ukazat, ze Ny > Ny. Rozmyslete si, ze priradit naopak ke kazdému pokoji
unikatni ¢arovy kod (tj. prosté zobrazeni opa¢nym smérem) je trivialni.

Mohutnost 8; mé napfiklad potenéni mnozina ptirozenych ¢isel, ktera
se zna¢i P(N) = {M | M C N}, tj. mnozina v8ech podmnozin pfirozenych
Cisel; stejné tak ma mohutnost N; i mnozina realnych ¢isel R. Vidite
analogii mezi R, P(N) a mnozinou vSech nekone¢nych ¢arovych koda?

Vsimnéte si nakonec, Ze realnych ¢isel (mnozina R) je ostie vice nez
racionalnich ¢isel (mnoZina Q).

Zaveér

Existuje mnoho druht nekone¢na (eh, vlastné t&ch nekonecen existuje
nekoneéné mnoho) a spousta zajimavosti o nich.

Pokud vas toto téma zaujalo, podivejte se do naseho ¢asopisu [2] na
pokrac¢ovani a rizné ulohy o nekonecnech. Kdyz néjakou ulohu vyresite
a odeslete, my vam ji zpét poSleme okomentovanou. Také ndm miuzete
poslat pfispévek o ¢emkoliv, co s tématem souvisi; a kdyz se nam bude
libit, tak ho otiskneme v budoucim ¢&isle ¢asopisu M&M.
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YTim predpokladem je, ze povazujeme hypotézu kontinua za pravdivou. O ni se
vice informaci dozvite na:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hypot/%C3%A9za_kontinua.
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