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MATEMATIKA

Soubéh narozenin

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

,Jé, ty mas narozeniny stejny den v roce jako ja? To je ale vzacna
nahodal!*

Je to opravdu vzacna ndhoda? Mezi dvéma osobami je pravdépodob-
nost soub&hu narozenin ve stejném dni v roce opravdu mala, jen 1/365,
tedy priblizné 0,3 %. A mezi vice osobami? Jaka je napfr. pravdépodob-
nost, ze mezi 22 fotbalisty na hfisti dojde k alesponn jednomu soubéhu
narozenin? A k soubéhu alespon trojich narozenin v jednom dni v roce?

1. Soubéh dvojich narozenin

Budeme uvaZovat nepfestupny rok, tedy rok, ktery méa 365 dni. Bu-
deme predpokladat, ze kazdy den v roce je na narozeniny stejné prav-
dépodobny a Ze mezi uvazovanymi osobami nejsou zadné vazby, napft.
ze se nejedna o dvojcata. Tedy Ze vyskyty narozenin rtiznych osob jsou
nezéavislé jevy. Zajimame se jen o dny v roce, zatimco rok nas nezajima.

1.1. Dvé osoby

Uvazujme nejdiive pouze 2 osoby. Kazda z nich mtiZze mit narozeniny
libovolny den v roce se stejnou pravdépodobnosti. To je celkem

¢ = 365>

moznych pfipadid. Aby nedoslo k soub&hu narozenin, miZe mit prvni
osoba narozeniny kterykoliv z 365 dni v roce, ale druhé osoba muze mit
narozeniny pouze jeden ze zbyvajicich 364 dnt v roce. Takze celkovy po-
¢et moznosti, kdy nedojde k soubéhu, protoze kazdy den mé narozeniny
nejvyse jeden ¢lovék, je

c1 = 365 - 364.

Tedy pravdépodobnost nesoub&hu bude

c1_ 365-364
¢ 3652

n =
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Tento zlomek by $lo kratit, ale my ho ponechame v tomto tvaru, protoze
to bude vyhodné pozdéji.
A pravdépodobnost soubé&hu je

1 1
= —
365’
jak jsme uvedli v avodu.
1.2. TTi osoby
Pro 3 osoby mame celkem
c = 365°

moznosti, protoze kazda ze t¥i osob miize mit narozeniny libovolny den
v roce. Aby nedoglo k Zadnému soubéhu narozenin, miZe mit prvni osoba
narozeniny libovolny den v roce, tedy v 365 piipadech. Druha osoba jiz
musi mit narozeniny pouze libovolny den ve zbyvajicich 364 dnech a
tfeti osoba ve zbyvajicich 363 dnech. Tedy celkovy pocet moznosti bez
soubéhu, kdy méa kazdy den narozeniny nejvyse jeden ¢lovék, je

c1 = 365 - 364 - 363.
Tedy pravdépodobnost nesoubéhu bude
c1  365-364-363

"= 365°

1.2.1. Znacdeni

Pripravime si uziteény zptisob zapisu takovychto soucini. Podobné
jako soucet ¢isel 1ze zapsat pomoci velkého Feckého Sigma, napf.

3
ay +az +as = E a;,
i=1

tak pro soucin pouzivame velké fecké Pi, napft.

3
ai - az - asz = Hai.
i=1
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S timto znacenim tedy muzeme psat

365
c1 = 365 - 364 - 363 = H i.
1=363

Pro znaceni i pro vypocéty je uZiteéné zavést operaci faktorial. Znadci
se vykfi¢nikem za ¢&islem a faktorial prirozeného ¢isla je soucin vsech
prirozenych ¢isel od jedné do daného ¢isla, tedy napt. 3! =1-2-3 = 6,
obecné

k
k=]
i=1
Protoze
| (k+1)!
 k+1
je prirozené dodefinovat 0! = 1. S pouzitim faktoridlu mizeme psét
365!
=365-364-363 = —.
“ 362!

1.3. Obecny pocet osob

Abychom nase vysledky mohli pouZit i pro feSeni jinych tloh, nez je
soub&h narozenin v roce, zobecnime zadéni a zavedeme toto znaceni:
h pocet osob (hraci) a d podet dnt. Pak bude celkovy pocet moznych
pripadu

c(h,d) = d".
Pocet moznosti, kdy nedochazi k soub&hu narozenin, tedy kdy mé kazdy
den narozeniny nejvyse jedna osoba, bude (za piedpokladu h < d) soudin
h ¢&isel
d!

alhd)=dd=1)...(d=h+1)= o0

Pravdépodobnost nesoubé&hu bude

Cl(h7 d)
c(h,d)

n(h,d) =

a pravdépodobnost soubéhu alespon dvojich narozenin bude
sa(h,d) =1 —mn(h,d).
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Pro h = 2 hréce a pro d = 365 dnil dostavame pravdépodobnost soubéhu
alespon dvojich narozenin

$2(2,365) = 0,00274,

tedy méné nez 0,3 %, takZe soub&h narozenin v paru je vyjime¢ny. Pro
h = 22 hraci je pravdépodobnost soubéhu

$2(22,365) = 0,476,

tedy priblizné 48 %, takze soub&h narozenin mezi 22 hraci na fotbalovém
hiisti je bézna zalezitost. A to ani nepocditame rozhod¢i a trenéry.

No a kdybychom zahrnuli i divaky, tak pokud bude celkovy pocet osob
vEétsi nez pocet dnil v roce, obecné pokud h > d, tak je soubéh jisty. Toto
samoziejmé tvrzeni se nazyva Dirichlettiv princip, nékdy oznacované také
jako zasuvkovy princip nebo holubnikovy princip. Jedna jeho podoba
zni: Kdyz méme stil s d zdsuvkami a v nich uloZeno h tuzek, tak pokud
méame vice tuzek nez zasuvek, tedy pokud h > d, tak budou v alespon
jedné zasuvce alesponn dvé tuzky.

Zavislost pravdépodobnosti soub&hu narozenin na poc¢tu hracu uka-
zuje obr. [T} Pro maly pocet hra¢u je pravdépodobnost témér nulova, pro
velky pocet hraci je rovna jedné, tedy soubéh je jisty.

S2
1.0

08l
o.sé
o.4§
o.2§

50 100 150 200 250 300 350

Obr. 1: Zavislost pravdépodobnosti, ze dojde k soub&hu narozenin mezi h hraci
na poctu hraca pro d = 365 dnii. Napf. pro h = 57 je s2 = 0.9901.
Polozme si otazku: Pro které h tato zavislost prekro¢i jednu polovinu
v zéavislosti na po¢tu dnt d? Tedy feSime rovnici
1

Sg(h,d) = 5
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Pokud neexistuje celo¢iselné feSeni této rovnice, mizeme se ptat, pro
které nejmens piirozené h je so(h,d) > 3. K otazce neceloéiselnosti h se
jesté vratime.

Odpovéd na tuto otézku lze hledat dvojim zptisobem. Muzeme zvolit
numericky experiment. Pro rtizné hodnoty d napf. mezi 1 a 100 mtzeme
postupné zvySovat h, pocitat sy a zaznamenat si takovou hodnotu h, pfi
které so pfekroci % Obr. [2| vlevo ukazuje zavislost h na d za podminky
sa(h,d) = % Graf pfipomind odmocninu. V pravé ¢asti tohoto obrazku
vidime stejna data, ale na svislé ose je vynesena hodnota h2. Body se
srovnaly podél pfimky. KdyZ témito body prolozime p¥imku (napf. me-
todou nejmensich ¢tverct) a vykreslime ji také do grafu, vidime, Ze body
lezi velice blizko této primky. Zavér je, ze je-li pocet hracn pfiblizné od-
mocnina z poc¢tu dni, tak je pravdépodobnost soubéhu pfiblizné jedna
polovina, tedy bézny jev.

h h2
12}
o
: o
] 2
)i ............. :
af :
g 40‘
2 20‘
‘ | | ‘ ‘d ‘ ‘ ‘ ‘ |
20 ) ® 80 100 20 40 60 80 100

Obr. 2: Vlevo: zavislost po¢tu hra¢i h na poctu dnt d, aby byla pravdépodob-
nost soubéhu narozenin jedna polovina. Tato zavislost pFipomina graf funkce
odmocnina. Vpravo: stejna data jako na obrazku v levé ¢asti, ale na svislé ose
je vynesena, veli¢ina h%. Body lezi podél pfimky, coz ukazuje, Ze zavislost h na
d je priblizné odmocninova.

Pozorny ¢étenar si vS8imne, Ze h na obr. [2] nabyva i neceloc¢iselnych
hodnot. To je dano tim, Ze obr. [2] jsme vytvorili pomoci matematického
software Mathematica tak, Ze jsme pro jednotlivé hodnoty d Fesili rovnici
sa(h,d) = % a tento software pouZziva zobecnéni faktoridlu i pro nece-
lo¢iselné argumenty. Pro zvidavého ¢tenéafe: Toto zobecnéni se (aZ na
posunuti o jedni¢ku) nazyva Gama funkee, viz obr.

Druhy zpusob, jak dojit k tomuto zavéru, je nahradit faktorialy v rov-
nici sy(h,d) = % pomoci Stirlingovy formule. Potom za piedpokladu, Ze
d je velké, bychom dospéli opét k zavéru, ze h je priblizné rovno odmoc-
niné z d.
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‘ ‘ Lo
0 1 2 3

Obr. 3: Faktorial n! = 1-2-..-.n pro pfirozena n lze dodefinovat pro nulu

hodnotou 0! = 1 a také pro kladna necelo¢iselnd n pomoci gamma funkce

n!l=T(n+1)

1.3.1. Pouziti v kryptografii

Zatim jsme naSe vypoCty podavali jako matematické TeSeni ulohy
o pravdépodobnosti soubéhu narozenin fotbalovych hracu, tedy bez prak-
tického pouziti. Tyto tvahy maji v8ak pouZiti mimo jiné v kryptografii.
To je ¢ast matematiky, kterad se zabyva metodami bezpe¢ného pienosu
zprav a digitdlnim podpisem dokumentu. Pro tyto ucely se pouzivaji
mimo jiné také heSovaci funkce (anglicky hash function) [I]. Vstupem pro
takovou funkci je posloupnost znakii libovolné kone¢né délky a vystupem
je celé ¢islo mezi 0 a jistou maximalni hodnotou. HeSovaci funkce se na-
vrhuji tak, aby bylo snadné spocitat vysledek ze vstupnich dat, ale aby
bylo velice obtiZzné nalézt vzor ze znalosti funkéni hodnoty, to znamena
vstup dévajici dany vysledek. Nebo nalézt jiny vzor, ktery dé stejnou
funkéni hodnotu. Je-li pocet moznych vstupti vétsi nez pocet vystupnich
hodnot, pak takovéa funkce nemuZe byt prosta a je jisté, Ze existuji ruzné
vstupni hodnoty, které daji stejny vysledek. Tedy Ze dochazi k soub&hu.
A zde se nabizi srovnani s nasi alohou o soub&hu narozenin. Funkce, kte-
rou uvazujeme, piitazuje kazdému ¢lovéku den narozenin (z d moznych).
My poté vybirame ze vSech lidi h hraca.

Volme nyni ndhodné h vstupnich hodnot heSovaci funkce, ktera ma d
moznych funkénich hodnot. Pokud jich zvolime dostatek, konkrétné je-li
h > V/d, je velice pravdépodobné, Ze najdeme dva rizné vstupy, které
daji stejny vysledek. Je-li dokonce h > d, je soubéh jisty.

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 4 23



MATEMATIKA

Proto je dulezité navrhovat heSovaci funkce tak, aby pocet moznych
vysledkt byl veliky. NapfF. kryptoména bitcoin pouZiva heSovaci funkci
SHA-256, ktera ma funkéni hodnoty dlouhé 256 bitd, tedy nabyvaji jedné
z 2256 hodnot. V nagem znaceni d = 22°6. Abychom s velkou pravdépo-
dobnosti nasli soubéh, tedy dva rizné argumenty, které daji stejny vy-
sledek, méli bychom vyzkouset

h=Vd= 2256 = 2128 = 10

vstupnich hodnot. Jak by to asi dlouho trvalo? Dnesni pocitade pracuji
s hodinovym kmitoé¢tem v fadu GHz, tedy za jednu sekundu provedou
pfiblizné 10° operaci. I kdybychom zapojili 10 miliard procesorii najed-
nou (to je trochu vice, nez je soucasny pocet obyvatel nasi planety), tak
jsme schopni provést 10 operaci za vtefinu. TakZze provést 103® operaci
by nam trvalo 1038/10'% = 1019 s. To je déle, nez je odhadované staif
vesmiru, coZ je piiblizné 14 miliard let = 14-10°-365-24-3600 = 10'" s.
Tedy, u této heSovaci funkce nehrozi, Ze by nékdo pouhym zkousenim
nasel dva ruzné vzory, které daji stejny vysledek.

2. Soubéh trojich narozenin

A jaka je pravdépodobnost, Ze tifi hraci budou mit narozeniny ve
stejny den v roce? Ocekavame, Ze to bude fidsi jev nez soubéh dvo-
jich narozenin. Podivejme se nejprve na krajni pfipady. Bude-li pocet
hrac¢a h < 3, pak k soub&hu t¥i narozenin nikdy nedojde. Bude-li naopak
h > 2d, pak soubéh trojich narozenin je jisty. A jak to bude mezi témito
dvéma krajnimi pfipady? Pocet pfipadi, kdy dochézi k soub&hu alespon
trojich narozenin v jednom dni, dostaneme tak, ze od celkového poctu ¢
pripadii odec¢teme pocet ¢ pripadi, kdy nedochéazi k soubéhu, a pocet
¢2, kdy dochazi k soubéhu dvou (ale ne vice) narozenin.

Ukazeme si dvé mozné cesty k feSeni: Gtok hrubou silou a diferenc¢ni
rovnici.

2.1. Utok hrubou silou

Utok hrubou silou (anglicky brute force attack) znamend zptisob fe-
Seni, kdy si napiSeme vSechny mozné piipady a pak spocitame, kolik
z nich spliiuje danou podminku. To je mozné jen pro malé hodnoty,
které daji maly pocet pripadi. Tuzkou na papife lze zvladnout desitky,
nejvyse stovky pripadi, na pocitaci lze pracovat s miliony pfipadi. Ani
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to ale ¢asto nestaci. Uvazme nasi ulohu, kterd pro h = 22 hra¢t a d = 365
dni ma celkovy pocet moznych piipadi c(h,d) = d* = 3652 = 2 - 10°6.
Zpracovat tak velky pocet pripadua nelze stihnout za dobu mensi nez
je stafi naSeho vesmiru. Dalsi vazné omezeni této metody je kapacita
paméti pro uchovani informaci o v8ech pripadech. To lze Casto obejit
tim, ze kazdy jednotlivy piipad priitbézné vytvorime, zpracujeme a vy-
mazeme z paméti. [lustrujme si metodu hrubou silou tedy pro malé hod-
noty parametri, nap¥. pro poc¢et hract h € {1,2,3,4,5} a pro pocet dni
de{1,2,3,4,5}.

Nasledujici tabulka uvadi celkovy po¢et moznych piipadii c(h,d) = d".

!

2 3 4 5
2 5
4 9 16 25

8 27 125
16 81 256 625
32 243 1024 3125

[ = T = S = =

1
2
3
4
)

Pro ilustraci zvolme napt. h = 3 hrace a d = 4 dny. Pak celkovy pocet
pfipadii je ¢(3,4) = 43 = 64. Tato hodnota je v tabulce zdiiraznéna
rameckem. Téchto 64 pfipadi lze rozdélit do t¥i skupin.

V prvni skupiné jsou pfipady, kde nenastava soubéh. Téchto piipadi
je c1(3,4) = (4%;’)! = 4-3-2 = 24. Tyto p¥ipady bez soubéhu uka-
zuje nasledujici tabulka. Buiiky jsou sefazeny vzestupné, &islo vpravo
mé nejmensi vahu (podobné jako Fadime piirozena &isla).

1231124 1132|134 |142|143
213121412311 234(2411]243
3121314321324 (341|342
412 (413421423431 (432

Napf. policko na druhém radku vlevo znamena piipad, kdy prvni
hra¢ méa narozeniny druhy den, druhy hra¢ méa narozeniny prvni den,
tfeti hra¢ ma narozeniny tfeti den a ¢tvrty den uz nema z nasich tfech
hra¢a narozeniny zadny.

Ve druhé skupiné jsou pi¥ipady, kdy nastava soubsh dvou (ale ne vice)
narozenin. Tyto piipady ukazuje nasledujici tabulka.
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1121113 114|121 |122|131]133|141 144
2111212 (2212232241232 (233|242/|244
3111313 (1322(323(331(332(334|343|344
41114141422 (4244331434 (441 (442|443

Napf. policko na druhém radku vlevo znamena piipad, kdy prvni
hra¢ mé narozeniny druhy den, zatimco druhy i tfeti hra¢ maji soubézné
narozeniny prvni den. Tteti a ¢tvrty den uz nemé narozeniny nikdo.
Ozna¢me symbolem ¢y (h, d) pocet pripadi, kdy dochazi k soubshu dvou
(ale ne vice) narozenin. Tato tabulka méa 36 policek, takze jsme hrubou
silou zjistili, Ze c2(3,4) = 36.

A ve tFeti skupiné budou pfipady, kdy nastava soubéh tii (ale ne
vice) narozenin. Jejich podet oznatme c3(h,d). Tyto piipady ukazuje
néasledujici tabulka.

(111]222[333[444|

Tato tabulka ma 4 poli¢ka, takze jsme hrubou silou zjistili, Ze c3(3,4) = 4.
P1i t¥ech hracich nenastava soubéh vice nez t¥i narozenin, takZze nas vy-
¢et je uplny. Pro kontrolu sec¢teme

c1(3,4) + ¢2(3,4) 4+ ¢3(3,4) = 24 + 36 + 4 = 64,
coz je presné celkovy pocet piipadi
c=d"=4* = 64.
Podobnym zptisobem lze najit pocet co(h,d) piipadi se soub&hem

dvou (ale ne vice) narozenin i pro jiné hodnoty h a d. N&kolik vybranych
vysledki ukazuje néasledujici tabulka.

i

N1 2 3 4 5
110 0 (© 0
211 2 ® 4
310 6 18 [36] 60
4 {0 6 54 180 420
510 0 90 600 2100
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Hodnota ¢2(3,4) = 36, o které jsme jiz psali, je zdiraznéna rameckem.
Dvé hodnoty jsou v krouzku. To jsou hodnoty, které budeme pozdéji
potiebovat pro rekurentni vypocet hodnoty v ramecku.

Pro vypocet mtizeme s vyhodou pouzit pocitacovy algebraicky systém
Mathematica a tyto prikazy

h=3;

d=4;

pripady=Tuples [Range[d] ,h];
maxsoubeh[x_] :=Tally[x] [[A11,2]]//Max;
soubehy = Map[maxsoubeh,pripady] ;
pocty = Tally[soubehy]

{{3, 4}, {2, 36}, {1, 24}}

Piikazem Tuples si pfipravime vSechny h-tice ¢isel od 1 do d, tedy
v8echny mozné pfipady. Pak si pfipravime funkci maxsoubeh, ktera pro
kazdy pripad najde, kolikrat se vyskytuji nejéastéjsi narozeniny. Zde jsme
pouzili pfikaz Tally, ktery ze vstupni posloupnosti najde, kolikrat se jed-
notlivé prvky v posloupnosti vyskytuji, a vytvori dvojice [prvek, pocet
jeho vyskyti]. Dvojkou jsme vybrali pouze druhou polozku dvojice, tedy
pocdet vyskytia. A piikazem Max dostaneme nejvyssi pocet vyskyta. Fun-
kci maxsoubeh pustime na kazdy piipad a nakonec si zjistime, kolikrat se
jednotlivé typy soub&hti vyskytuji. Vysledek nam tiké, Ze trojity soubéh
nastava 4 krat, dvojity soub&h 36 krat a piipadii bez soubéhu je 24. Ve
shodé s vyse uvedenymi vysledky.

Timto zptasobem, tedy hrubou silou, nelze nalézt c3(22,365). Ukazme
si tedy jiny zptsob pomoci diferen¢ni rovnice.

2.2. Diferené¢éni rovnice

Odvodime si vztah, ktery nam dovoli spoéitat hodnotu ca(h,d) po-
moci hodnot co pro mensi argumenty. Takovy vztah se nazyva diferen¢ni
rovnice.

Prikladem jednoduché diferenéni rovnice je

Ap+1 = 2(Zn.

Resenim je posloupnost, zde a,,, které se rikd rekurentné zadana posloup-
nost.
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Samoziejmé, ze bychom radéji méli vztah, ktery by nam dovoloval
spoc¢itat hodnotu ca(h,d) jen ze znalosti h a d, ale kdyZ se nam takovy
vztah nepodafi najit, musime se smifit alespon s rekurentnim vztahem.

Takze, kolik je moznosti, kdy nastane soubéh dvou (ale ne vice) naro-
zenin? Prvni hra¢ maZze mit narozeniny libovolny den. To je d moZnosti.
Pak:

e bud mé v tento den narozeniny jesté néktery ze zbylych h —1 hraca a
ostatni dny se vyskytuji uz bud bez soubghu (téch je ¢1(h—2,d —1))
nebo nejvyse s dvojitym soubéhem (t&ch je co(h — 2,d — 1)),

e anebo se tento den jiz neopakuje, pak musi narozeniny ostatnich hraci
vykazovat pravé dvojity soubéh (téch je ca(h — 1,d — 1)).

To dava rekurentni vztah
ca(h,d) =d((h—1)(ci(h—2,d—1)+c2(h—2,d—1))+ca(h—1,d—1)).
Napf. pro h = 3, d = 4 dostaneme

c2(3,4) = 4(2(e1(1,3) 4+ ¢2(1,3)) + ¢2(2,3)) = 4(2(3+0) + 3) = 36

v souladu s ddaji v tabulce. Vidime, Ze pro vypodet urc¢ité hodnoty
co(h,d) potFebujeme dvé hodnoty z této tabulky, a to hodnotu
ca(h—1,d—1) (soused vlevo nahote) a hodnotu cg(h—2,d—1) nad touto
hodnotou. Tedy pro vypocet urcité hodnoty cs(h,d) nap¥. ¢(22,365)
potfebujeme znat hodnoty na prvnich dvou fadcich tabulky, tedy co(1, -)
a c2(2,-), a hodnoty v levém sloupci, tedy cz(+,1). Tyto hodnoty snadno
dostaneme nasledujici ivahou. Pro jednoho hréce, kdyz je h = 1, soubéh
dvojich narozenin nemtZe nastat. Proto ca(1,d) = 0 pro v8echny hod-
noty d. Pro dva hrafe muze nastat soubéh dvojich narozenin tolikrat,
kolik je dni, tedy c2(2,d) = d pro vSechny hodnoty d. A pokud uvazu-
jeme pouze jeden den, tedy d = 1, tak pro 3 a vice hra¢i nemiize nastat
soubéh pouze dvojich narozenin, ale pravé h narozenin, tedy pro h > 3
je ca(h,1) = 0. Témto podminkéch se fikd okrajové podminky.

Pro vypocet mizeme opét s vyhodou pouzit pocitacovy algebraicky
systém Mathematica. Okrajové podminky i diferen¢ni rovnici mizeme
zadat nasledujicimi piikazy

clh_,d_]:=d"h;
cllh_,d_]:=d!/(d-h)!;
c2[2,1]:=1;
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c2[1,d4_]1:=0;
c2[2,d_]:=4d;
c2[h_,1]:=0;

c2[h_,d_]:=d*((h-1)*(c1[h-2,d-1]+c2[h-2,d-1])+c2[h-1,d-1]);
s2[h_,d_]:=(c[h,d]-c1[h,d])/c[h,d];
s3[h_,d_]:=(c[h,d]-c1[h,d]-c2[h,d])/c[h,d];

A pak se mizeme presvédcit, jestli dostaneme stejny vysledek, jako jsme
dostali hrubou silou

In[10]:= c2[3,4]
Out[10]= 36

Ano, to je stejny vysledek. A miZeme se presvédcit, jaka je pravdépo-
dobnost soubéhu alespon dvojich narozenin mezi 22 hraci

In[11]:= s2[22,365]//N
Out [11]= 0.475695

Funkci N jsme pouzili, abychom dostali pfibliznou numerickou hodnotu,
jinak bychom dostali zlomek, kde ¢itatel i jmenovatel jsou velka prirozena
¢isla.

A nakonec muzeme snadno spocitat pravdépodobnost soub&hu ales-
pon trojich narozenin mezi 22 hraci

In[12]:= s3[22,365]//N
Out[12]= 0.0110777

Tedy piiblizné jedno procento, coz je vyrazné méné nez pravdépodobnost
soubéhu dvojich narozenin, jak jsme ocekavali.

Podékovani. Za inspiraci k témto dvaham dékuji svému ptiteli Lubosi

Ruliskovi.
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