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HRANOLEC

LUKAS Vizek!

V tomto prispévku rozebereme vypocet objemu hranolce, pfes-
néji antihranolu? vzniklého z krychle, predlozime celkem t¥i zpi-
soby Teseni a rovnéz zobecnéni tlohy. Piikladem chceme ¢tenare
inspirovat a poskytnout mu podnéty k t¥ibeni stredoskolskych ma-
tematickych dovednosti. V zavéru prispévku pfiblizime nékteré
didaktické aspekty studované problematiky.

Zadani tlohy zni takto: Vypocitejte objem hranolce® vepsa-
ného do krychle ABCDEFGH o hrané velikosti 1, jehoZ podstavy
tvori trojuhelniky SapSpcSpr a SpgSauSEn a hrany stén jsou
SapSen, SapSpu, SerSeH, SBrScH, SBcSDH @ SBCcSGH
(obr. 1)%.

Poznamenejme jesté, ze priklad vymyslel autor tohoto ¢lanku
pfi tvorbé novych tloh v ramci zkvalitnéni predmétu Metody rese-
ni matematickych wloh, jez bylo podporeno rozvojovym projektem
MSMT Inovace didaktické pripravy v studijnim oboru ,,Matema-
tika zamérend na vzdéldvani“ feSsenym na MFF UK v Praze.

Objem hranolce V' lze uréit dvojim zakladnim zptsobem. Jed-
nak jej miZeme rozdélit na mensi ¢asti a se€ist objemy obdrzenych
téles, jednak od celé krychle mizeme ,odfezat® to, co je preby-
tecné.

1Prace vznikla diky podpofe projektu Specificky vysokoskolsky vyzkum
2014-260105.

2Hranolcem (nebo téz prismatiodem) rozumime mnohostén, jehoz pod-
stavy jsou rovnobézné a jsou tvoreny libovolnymi mnohouhelniky. Jeho vlast-
nosti je, ze jeho stény jsou budto trojihelniky nebo lichobé&zniky. Specidlnimi
pfipady hranolct jsou hranoly (resp. kvadry a krychle) a komolé jehlany. Po-
kud tato télesa vylou¢ime, mtizeme hranolec pojmenovat jako antihranol.

3Uvazujeme krychli o hrané 1 délkové jednotky j. P¥i jednotlivych vipoé-
tech vSak jednotky neuvadime, z kontextu bude zfejmé, zda jde o délku, obsah
nebo objem.

4S s indexem krajnich bodti p¥islusné hrany znaéi jeji stfed.
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1. zpusob reseni

Objem hranolce ziskdme jako soucet objemt dvou shodnych jehla-
na J; (obr. 2). Jejich podstavu  tvofi  obdélnik
SapSpcScrSem, pro velikosti jeho stran plati |[SapSemn| =

6
= |SpcSau| = g (jedné se o vzdalenost pfimek SspSpc a
SepnSau) a |SapSec| = |SeuScu| = 5 (jde o polovinu ste-
nové tuhlopticky krychle, resp. vzdalenost pfimek S pSpp a

3
SpoScam). Obsah jeho podstavy je tedy roven g Vyska jehlanu

J1 je rovna vzdélenosti bodu Spp, resp. Spg, a roviny
SaSpcSEH, mé délku rovnou jedné tretiné télesové thlopricky

1
krychle, tedy ?3 Pro objem jehlanu J; dostaneme hodnotu 5

1
celkové tedy V = 3"
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Obr. 2

2. zpusob feSeni

Objem hranolce rovnéz obdrzime jako dvojnasobek souctu ob-
jemu jehlant Jy a Js (obr. 3). Podstavné hrany jehlanu Jo maji

2
délku g (podstavu tvori rovnostranny trojuhelnik totozny s pod-
2
stavou hranolce) a jeho vyska je rovna g\/g (jedna se o vzdale-

1
nost podstav hranolce). Objem Jy je roven —. Vypodcitat ob-
jem jehlanu J3 je naro¢néjsi, nebot je tfeba vhodné zvolit jeho
podstavu a vrchol. Jako J3 uvazujeme jehlan SspSprSpuSen®.
Vsimneme si, Ze Ize vcelku snadno urcit vzdalenost bodu Sgy od

3
roviny SapSprSpm; je rovna i, jde o vysku jehlanu Js, dale
bod Sgg tvori jeho hlavni vrchol a AS 45 SprSpy jeho podstavu.

. V2 V6
Plati, Zze |SABSBF| = 50 ‘SABSDH| = 5 a |SBFSDH| = \/5

Trojuhelnik SopSprSpy je tedy obecny, jeho obsah uréime podle
Heronova vzorce. Pro obvod o tohoto trojihelniku plati

,o 3V2+ V6
_#.

5 Analogicky bychom uvazovali jehlan SpcSprSprScH-
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Jeho obsah je

4 4 2 4 2 4

J3\/§+\/€<3\/§+\/6_\/§>(3\/§+\/6_\/€><3f+f f> V3
SVET VD s

1
Pro objem jehlanu J3 ziskame opet —. Celkové tedy V =4- —

3
SDH
SEH A SGH
SAB SB(
SBF

Obr. 3
3. zpusob reseni

Jako posledni zptsob feseni pfedvedeme ,odfezavaci techniku®
(obr. 4). Objem hranolce vypoéitame tak, Ze od objemu krychle,
tedy od 1, ode¢teme Sestindsobek objemu jehlantu J5 a Jg a dvoj-
nasobek objemu jehlanu J7. Za podstavu Js; volime pravouhly

1
trojuhelnik o odvésnach délky 1 a 2 tedy o obsahu 1 (¢tvrtina
obsahu ¢tverce tvoticiho stény krychle). Vyska jehlanu Js je v ta-

kovém piipadé rovna 22 jeho objem o Jako podstavu J; uvazu-
1
jeme rovnoramenny pravouhly trojuhelnik s odvésnami délky 3

1 1
Vyska jehlanu J; je 3 objem TR Za podstavu Jg je vhodné
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2
zvolit rovnoramenny trojuhelnik o zakladné g a vysce 1\/5

1
Vyska jehlanu Jg je v tomto piipadé 3 a objem TS Konec¢né

6 6 2 1
S i
v 24 16 48 3

)
A

S

LN

Objemy jehland Js5, Jg a J7 obdrzime pomérné jednoduse. Na-
jemu krychle odecist. ReSeni tohoto problému lze piibliZit takto.
Piedstavme si, ze krychli postavime ,na $picku® (tj. na vrchol B
nebo H) a divdme se na ni shora (neboli ndrysna rovnobézného
promitani je kolma k télesové thlopfi¢ce BH). Nejprve oddélime
jehlan J; a nasledné tiikrat odejmeme k sobé priléhajici jehlany Js5

a Jg (obr. 5). ']5
7
LY

J;

Obr. 5
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Nyni oto¢ime ,,z poloviny* orezanou krychli ,,vzhiiru nohama‘,
opét odstranime J7 a nakonec zbyvajici tii dvojice J;5 a Jg. Vznikly
hranolec pozorujeme shora (obr. 6).

oS

Obr. 6

Zobecnéni

Predvedme nyni zobecnéni tlohy. Ukazme, jak se méni objem hra-
nolce, pokud ménime jeho vysku, resp. pfibliZujeme nebo odda-
lujeme jeho podstavy. Jejich tvar neménime, stile je jim rovno-
stranny trojuhelnik. Vrcholy hranolce pritom lezi na piislusnych
hranach krychle. Jejich polohu znac¢ime x. Za vychozi body po-
vazujeme B a H, zde x = 0; pokud vrcholy splynou s A, C, E,
resp. D, E, G, bude x = 1. Hodnota = tedy vyjadiuje délku,
resp. vzdalenost vrcholi jednotlivych podstav hranolce, od boda
B a H (obr. 7 vlevo). Poznamenejme, Ze doposud jsme uvazovali

2 = —. Chceme sestavit pfedpis realné funkce V(x) vyjadiujici
objem hranolce v zavislosti na hodnoté z.

Postupujme podle vyse uvedené metody ,odfezdvani“ (obr. 7
vpravo). Kli¢em je spravné urcit potfebné vzdalenosti na jehlanech
Js, Jg a J7, nasledné jde o pouhé sestaveni pfislusnych vyrazu.
(1—x)2 r(2—2)(1 —x)

6

Pro J; ziskdme objem 5

, pro Jg objem
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Obr. 7

3
x
a pro J; objem 5 Celkové tedy plati, ze

8

— )2 z(2—2)(1—2) 3 4 . 9
—6 ol = Za3 o
6 6 6~ 3" T

=t - - -
—

N
8

Obr. 8
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Vyzdvihnéme nékteré vlastnosti funkce V(z) a dejme do sou-
vislosti jeji hodnoty s tvarem hranolce, ktery pro pfislusnd z po-
pisuje. Jedn4 se o polynomickou funkci tietiho stupné®, jeji graf je

11
stfedové soumérny’ podle ,naseho“, resp. inflexniho bodu |=, = |,
2'3

a prochazi pocatkem. Zde, resp. pro x = 0, se hranolec redukuje
na usecku o nulovém objemu.

1 5
Pro x = 1 je objem roven R ,Symetrické“ hodnoté x =

3
=7 odpovida hranolec, jenz je platénskym télesem, pravidelnym

3 9
osmisténem o objemu V' <4> =16 Konec¢né pro x = 1 obdrzime

lokalni maximalni objem — (obr. 9).

V() =2
0 1
1 o
\ ¢
Llil, ,,,,,,,,, _-
e 1
1 0
Obr. 9
4
6Polynomicka funkce V(z) = —ng + 222 je tfetiho stupné z toho dii-

4
vodu, ze vyjadiuje zévislost objemu na délce. Clen f§m3 vyjadruje kubické

jednotky, 222 vsak také. Musime si uvédomit, jak jsme tento kvadraticky
¢len obdrzeli. Jeho koeficient 2 v podstaté neni bez rozméru, je v délkovych
jednotkéch.

2
"Tuto vlastnost funkce snadno dokéazeme; plati totiz, ze V = 3 V(1—x).
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Mizeme rovnéz studovat hodnoty funkce V (), jez odpovidaji
situacim, kdy vrcholy hranolce lezi mimo krychli, tedy na prodlou-

3
Zeni jejich hran. Pro = — prochdzi graf V(z) osou z, hranolec
mé nulovy objem, nebot se redukuje do zidovské hvézdy, resp. jeho

podstavy maji nulovou vzdélenost. Pro® z > 3 nebo z < 07, se

hranolec pfevrati a jeho objem roste nade viechny meze'°.

Zavér
Zhodnotme nejprve jednotlivé pfistupy k feseni tilohy'!. Domni-
vame se, ze prvni a tfeti postup je Casové nejméné narocny a
v porovnani s druhym jsou oba pravdépodobné nejefektivnéjsi.
Prvni vyuzivd nejjednodussi rozdéleni hranolce (pouze na dvé
shodné ¢4sti) a jako jediné ,tskali* m4 uréeni vysky uvazovaného
jehlanu J; 2. Druhy zptisob vypoctu predstavuje podle naseho na-
zoru pékné isté“ rozdéleni hranolce na étyfi (po dvou shodné)
jehlany, musime vSak pfiznat, ze vypocet objemu Js neni Gplné
nejjednodussi. Obtizné je efektivné urcit jeho podstavu, resp. vy-
gku. Treti pfistup k fesSeni je obtizny v urceni spravného poctu
odrezévanych jehlant J; a Jg, je ndrocnéjsi na prostorovou pred-
stavivost. Vypocet dil¢ich objemt jehland je vsak pomeérné trivi-
lni.

Pokud bychom méli uchopit studovany problém z didaktic-
kého hlediska, mohli bychom jej popsat jako stfedoskolskou mate-

8Zde bychom uvazovali funkci absolutni hodnota V (z).

9Zde vzdalenost vrcholt jednotlivich podstav hranolce od bodt B a H
krychle vyjadiuje |z|.

10V piipadé zajmu mize tenaf tyto piipady samostatné prozkoumat, do-
porucujeme si naértnout hranolce pro (zajimavé) hodnoty x = —1 a = = 2.

1 Autor vychazi z vlastniho (subjektivniho) vnimani a rovnéz ze zkuse-
nosti s prezentovanim problému poslucha¢im Matematicko-fyzikalni fakulty
UK v Praze. Pfedkladanou tlohu zafadil do programu svého kurzu Kuridzni
matematické ulohy v ramci Prazdninové skoly pro ucitele matematiky a fy-
ziky (1.7. a 15.8.2014) a pfednasky Kuridzni ilohy Didakticko-historického
seminéfe Katedry didaktiky matematiky (7.10.2014).

12Pro vypocet vysky uvazovaného jehlanu J; muzeme pouzit budto pro-
stfedki ,klasické* stfedoskolské stereometrie (jedna se o jednu ze zakladnich
metrickych uloh v krychli) nebo analytické geometrie.
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matickou tlohu zaloZzenou pfredevsim na poznatcich ze stereome-
trie. Radili bychom ji k tématu objemy, resp. povrchy téles, jez
byva v skolskych kurikulech uvedeno pravé po geometrii v pro-
storu a jez je v soucasnych udebnich textech pro SS zafazeno
ve stejném sledu'®. Zobecnéni tlohy, objeveni vyjadieni zavis-
losti objemu hranolce na jeho tvaru posunuje problém ke studiu
prubéhu funkce, jez bychom zde efektné vytesili uzitim diferenciél-
niho poctu. Za pfinos popsaného rozsireni tlohy také povazujeme
»zviditelnéni* funkce na konkrétni situaci v prostoru.

Hmatatelnou, mysleno geometrickou, interpretaci analytického
tvaru funkce vnimame jako velice pfinosnou pro skolskou matema-
tiku. Dovolujeme si zavérem vyjadrit nadéji, ze timto prispévkem
miizeme inspirovat k objevovani analogickych problémt vedoucich
vedle tfibeni pocetnich a stereometrickych dovednosti i k hledéani
zajimavych souvislosti mezi jednotlivymi oblastmi nasi kralovny
véd.
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Abstract

The article describes a stereometry problem that deals with vo-
lume of the antiprism inscribed in cube, followed by generalization
of the problem. Thus the question is transformed into studying
function of volume of the antiprism. The paper concludes of vari-
ous solutions and the example given is set in the context of high
school mathematics.
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