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NEKONECNE RADY A ICH VIZUALIZACIA

MICHAELA KLEPANCOVA, DANA SMETANOVA

Nekonecno, ¢i uz v potencidlnej alebo aktudlnej podobe, je
bez pochybnosti jeden z tstrednych pojmov matematiky. V ramci
roznych matematickych disciplin uvazujeme o nekonec¢ne vzdy tak
z trochu iného hladiska. V kazdej z tychto disciplin vystupuji do
popredia iné z jeho prejavov ¢i atributov. O nekonefne moézeme
uvazovat napriklad v kontexte mohutnosti alebo usporiadania
mnoziny, nekone¢ného procesu ¢i konvergencie. Porozumenie po-
jmu nekonecno, jeho jednotlivych prejavom ¢i ,,podobam*“ pred-
poklada u kazdého jedinca znacni mieru kognitivnej vyspelosti.
Najma4 z tohto dévodu je vo vyucovacom procese pojem nekonecna
zdrojom mnohych prekazok ¢i fazkosti pri osvojovani si a do-
kladnom pochopeni réznych matematickych konceptov stuvisiacich
s tymto pojmom. Zrejme aj preto su otazky spojené s vyuchbou
tejto problematiky predmetom zaujmu mnohych pedagogickych
vyskumov ¢i studii.

S nekoneénom v ,explicitnej podobe* sa Studenti po prvykrat
(najCastejsie uz na strednej Skole) stretdvaji v stvislosti s po-
jmom nekone¢nd ¢iselnd postupnost ¢i stcet nekoneéného (geo-
metrického) ¢iselného radu. Prax mnohych pedagdgov ¢ zavery
viacerych §tudii (Eisenmann, 2002; Sierpinska, 1987) poukazujt
na viaceré fazkosti tychto Studentov (najmé Studentov strednjych
§kol ¢i prvych roc¢nikov univerzitného sttidia, teda Studentov na is-
tom stupni (este neukonéeného) mentélneho vyvoja) s dokladnym
pochopenim pojmu sucet nekonecného radu. Z pedagogickych
vyskumov zameranych na sktimanie predstav Studentov (15-17
rokov) o nekoneéne a nekoneénych radoch, vyplyva, Ze Studenti
v tomto veku eSte nie s schopni prijat tézu, Ze nekoneény rad by
mohol mat koneény studet. (Sierpinska, 1987; Cornu, 1991; Wil-
liams, 1991; Monaghan, 2001; Eisenmann 2002; Guncaga et al,
2008)
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Uvedme niekolko odpovedi studentov gymnézia, ktori boli vy-

zvani, aby sa pokisili uré¢it stcet nekoneéného radu (Eisenmann,
2005).

»To sa neda, ved to ,ide* do nekoneéna. ,To‘ nemé koniec, teda ani
sucet ... “ (Ivan, 16 rokov)

,Nemozem sc¢itat nekoneény podet ¢isel, vzdy musim pripocitat
dalsie a dalsie, stéle donekoneéna...“ (Marta, 17 rokov)

. - - ale ked pripoc¢itam dalsie a dalSie ¢islo, rastie to do neko-
ne¢na...“ (Ondrej, 16 rokov).

O podobnych fazkostiach svedéia aj odpovede Studentov na
otazku: ,Plati 0,9 < 1 alebo 0,9 = 1?7, ktort kladli $tudentom au-
tori viacerych §tadii ¢i vyskumnych sond (Sierpinska, 1987; Rich-
man, 1999; Eisenmann, 2005).

Anna Sierpinska v tejto suvislosti uvadza reakciu Studentky
Ewy, ktora nasledovala po tom, ¢o bol v jej triede odprezentovany
korektny matematicky dokaz rovnosti 0,9 = 1.

,Matematicky alebo algebricky je to tak...je to v poriadku,
ale v skutocénosti to bude velmi blizko jednotky, ale nikdy sa to
nebude rovnat jednej. Vzdy tam bude maly, ..., velmi maly roz-
diel . ..

To je ako hyperbola a jej asymptota...nikdy sa nedotknu...
Rozdiel medzi nimi sa bude stéle zmensovat, ale nikdy nebude
nulovy.“ (Sierpinska, 1987)

Aj napriek tomu, ze Ewa pripasta, Ze dokaz je matematicky
spravny, nemal ziadny vplyv na jej ,presvedcenie“ zalozené na
intuicii. Aj tato reakcia Ewy je ukazkou toho, aké stile a odolné
st mylné intuitivne predstavy Studentov a ako fazko podliehaju
zmenam aj pod vplyvom vyucéovacieho procesu.

Ako potvrdzuji uvedené studie, prax mnohych pedagégov, ale
aj naSe vlastné sktsenosti, podobné nespravne intuitivne pred-
stavy o pojme stdéet nekonecného radu, zial, nie st zriedkavé.
Stretdme sa s nimi nielen u stredoskolédkov, ale aj u ,erstvych*
univerzitnych Studentov. S argumentaciu, resp. vyrokmi typu
,Cislo 0,9 sa priblizne rovna 1%, ,blizi sa k 1, ale nie je to presne 1¢
sa Casto stretdvame aj u Studentov 1. roénika ucitelstva matema-
tiky, najm& pocas vyucby predmetu matematicka analyza.
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Domnievame sa, ze v suvislosti s tlohou vypoditat stcet ne-
koneéného radu sposobuje Studentom najviicsie tazkosti nutnost
uvazovat o mnozine ¢lenov radu, ktoré ,treba spocitat® uz ako
o aktualne nekonecnej mnozine. No pritom intuitivne predstavy
Studentov su Casto viazané iba na chapanie potenciidlne nekonec-
ného procesu obsiahnutého v tejto tlohe.

Dalsou prekazkou, ktorej studenti elia v stvislosti s touto pro-
blematikou, je podla nas stotoziienie pojmov nekoneény a neohra-
nideny, o ¢om svedc¢ia vyroky ako ,,. .. ale ked pripoc¢itam dalsie
a dalsie dislo, rastie to do nekonec¢na...“. Predstava Studentov
totiz Gasto zodpoveda presvedéeniu Zendéna' a starych Grékov,
Ze sucet nekonecného poctu s¢itancov nemdze byt konecné éislo.
Jednou z mozZnosti, ako tymto Studentom ukdzat (eSte predtym,
nez im sprostredkujeme zakladné informacie o sucte nekonecného
radu), Ze ich intuitivne predstavy nie st spravne a sicet neko-
ne¢ného pocétu kladnych ¢isel moéze byt ohraniceny a vysledkom
nemusi byt vzdy len ,nekonecno®, je vyuzitie ,vhodnych* ilustra-
cii ¢i obrazkov, nazyvanych ¢i oznacovanych aj ako ,dékazy bez
slov®.

Roger B. Nelson (autor knihy Proofs without words) charakte-
rizuje ,,dokazy bez slov® ako obrazky, schémy ¢i diagramy, ktoré
umoznia ,vidiet“, pre¢o moze byf nejaké matematické tvrdenie
pravdivé ¢ moze poskytniuf isty navod, ako uvazované matema-
tické tvrdenie aj formélne dokézat. Zamerom ,,dokazov bez slov*
je sprostredkovanie istej matemetickej myslienky cisto vizudlnym
sposobom, nanajvys s pouzitim symboliky. Vysvetlenie, interpre-
tacia ¢i zdovodnenie platnosti uvazovaného tvrdenia na zaklade
jeho vizualnej reprezentacie je uz ponechana na konkrétnom jed-
notlivcovi.

Domnievame sa, ze prostrednictvom takychto vizualnych re-
prezentacii suc¢tu nekonecného radu je mozné nazornym spdsobom
presved¢it® studentov, Ze stcet nekoneéného poctu séitancov ne-
musi byt nekoneény, ale moze byt ohrani¢eny koneénym realnym
¢islom resp. Ze aj s¢itanim nekoneéného poctu (kladnych) éisel
mozeme dostat koneény vysledok, konecéné redlne ¢islo.

1Zenén z Eley (490-430 p.n.l.), autor znamych Zenénovych apérii, z kto-
rych medzi najznédmejsie patria Dichotémia a Achilles a korytnacka.
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Bardelle (Bardelle, 2010) vsak upozornuje na skutoénost, ze
niektori $tudenti mozu mat problém s interpretaciou grafickej re-
prezentacie procesu (nie nevyhnutne nekoneéného), a to najmi
s ur¢enim spravneho poradia konstrukcie jednotlivych krokov, ¢o
vedie k nepochopeniu danej ilustricie. Podla nasho ndzoru moze
byt prave tento problém eliminovany pouzitim dynamickej vizual-
nej reprezentacie takychto procesov, napriklad vo forme apletov.
Pretoze dynamicky aplet umoziuje zobrazit proces konstrukcie
krok po kroku, je mozné pouzit ho aj na vizualizaciu takych neko-
necénych procesov, pri ktorych by konstrukcia jednotlivych krokov
nebola taka zrejmé zo statického obrazka ¢i ilustracie.

S cielom odstranif ¢ ,skorigovat” mylné intuitivne predstavy
nasich studentov (toho ¢asu Studentov 1. ro¢nika uditelstva ma-
tematiky) o pojme sicet nekoneéného radu, sme sa na ziklade
uvedenych doévodov rozhodli v softvéri Geogebra vytvorit stibor
apletov, predstavujtcich vizualne reprezentacie suc¢tu viacerych
nekoneénych radov.

V ¢lanku uvddzame ukézky niektorych apletov, reprezentuj-
Gcich sucty nekonecnych geometrickych radov. Myslime si, Ze ich
zaradenie do vyucby uz na strednej skole v ramci propedeutiky
stuctu nekone¢ného (najmé geometrického) radu mozu Studentom
pomoct prekonat isté tazkosti, ktorym delia v stvislosti s touto
problematikou.

Vizualna reprezentacia suc¢tu niektorych geome-
trickych radov

11 1 1 — (1\"
Rad 4+ -+ 24 vvofp — 4o = i
ad o+ 7+ gttt ;<2>
Zostrojme stvorec s dlzkou strany a = 1. Rozdelme ho na dva
rovnaké obdlzniky, ich obsahy zrejme budi % Vyberme si jeden
z nich, a opét ho rozdelme na dve rovnaka ¢asti — tento raz to buda
Stvorce s obsahmi i. Zvolme si jeden z nich a rozdeme ho na dva
rovnaké obdlZniky, ich obsahy buda %. Nekone¢nym pokracovanim
v tomto procese by sme zrejme vyplnili cely zdkladny Stvorec,
ktorého obsah je S = 1. Prirodzenym zaverom je teda tvrdenie,
1 1 1 1
e — 4+ -4+ -4 ..ok — 4 ...—=1 (obr. 1).
ze2—|—4+8+ —|—2n—|— (obr. 1)
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Obr. 1: Rad Z (%)
n=1

Vyskusajme si, ze tento vysledok dostaneme nezévisle od toho,
akym spésobom spominany Stvorec ,rozkrajame®. Zoberme si
teda opif Stvorec so stranou a = 1. Rozdelme ho uhloprieckou
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na dve Casti — tymi budi dva pravouhlé trojuholniky s obsa-
hmi % Vyberme si jeden z nich a vyskou na preponu ho rozdelme
na d’aléie dva zhodné pravouhlé trojuholniky, ich obsahy zrejme
buda 1 7+ Zoberme jeden z nich a vyskou na preponu ho rozde-
lime na dva pravouhlé trojuholniky, tento raz s obsahmi 1 5- Ak by
sme v tomto procese pokracovali do nekonecéna (obr. 2), zjednote-
nim vSetkych takto ziskanych trojuholnikov dostaneme pdévodny
Stvorec, preto s¢itanim obsahov vSetkych tychto pravouhlych tro-

juholnikov dostaneme obsah daného Stvorca. Opéif teda mozeme

saf 4 L4 yp L
1satl — — - —_— .
plat o Ty Ty on
11 Nty
5-|-§-|-...-|-<§) +=
1
2 NG
1
N\ 7
2

Obr. 2: Rad Z (;)

n=1
Pridajme — uz bez tradicneho detailného rozboru — este jeden

1 1
pohlad na rad = —|— 1 + 3 +ooi = om +... Znova si pomdzme Stvor-
com, tradi¢ne so stranou a = 1. NaJdlme stredy jeho stran, a ich

spojenim ziskame dalsi Stvorec, pricom budeme v tomto procese

stale pokracovat. Potom je z obrazka 3 zrejmé, ze platl 3 + 6 +

1 1 1

+— 3 4+ — gni2 4= T Doplnenim prvych dvoch ¢lenov radu
1 1 1 1 1 1

lahko dosté -4+ = 4. ) =

ahko osavame2+4+<8+16+32+ +2n+2+ )

3 1

=-4-=1

4 4
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1 1,1
2 28T 3
1 1 £
23 23 24
m=0 m=0
1,11 1+1+1+1++1‘"+2) _
23 1 247 25 287247 25 T 26 7T (2 T
1 1
23 21
l' n=8
> m=0
@ \ o
7

101 1 1 1)+
§+?+§+§+...+<5) =7

oo 1 n
Obr. 3: Rad ) (—)
n=1 2
Doterajsie ivahy nadm zacinaji naznacovat, Ze stictom neko-
neéného poc¢tu kladngch s¢itancov skutoéne moze byt koneéné re-
alne &islo. Ukazme dalej, ze rad % + % + é 4+t on +... nemé
ziadne ,,vysadné“ postavenie — Ze k rovnakému zdveru mozno prist
pri velkom mnoZstve dalsich nekonecnych ¢&iselnych radov. Sa-
mozrejme, kvoli ndzornosti si opét mozeme pomdct jednoduchymi

obrazkami.
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1 1 o0 n
Rad5+2—5+ﬁ+ +—+ ;()

Opét uvazujme Stvorec so stranou a = 1. Spojenim stredov
stran tohto $tvorca s protilahlymi vrcholmi (obr. 4a) ziskame Styri
zhodné pravouhlé trojuholniky a mensi Stvorec, pricom je zrejmé
(obr. 4b), ze obsah kazdého z tychto titvarov sa rovna pitine ob-
sahu poévodného Stvorca.

D Scp c D Sep;’ c
1 SB Ss
Sap 5 ¢ Sap| “x(::
A San B A Sap B
Obr. 4a Obr. 4b

Sposob, akym mozeme pokracovat v deleni kazdého ,novo-

vzniknutého“ mensieho Stvorca a tak ziskaf rovnost — + % +
+ L + -+ L + - L e w identny br. 5

— — = - 7 evidentny z obr. 5.

125 En 1 je uz evidentny z o

51 52
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11 1 1 1 1 1 1

NI

Obr. 5: Rad ) <%>

n=1

Vizualne reprezentacie geometrickych radov so
striedavymi znamienkami

Doteraz sme kladli déraz — na zvyraznenie skutoc¢nosti, ze suc-
tom nekone¢ného poctu séitancov moze byt koneéné éislo — len
na sucet kladnjch ¢isel. Zamyslime sa v dalsom aj nad vseobec-
nejSim problémom: moZzeme byt stiétom nekonecéného poctu klad-
nych a zapornych séitancov nejaké konecné ¢islo? Pozrime sa aj
na tuto otdzku geometrickym pohladom.

n—1 o) n—1
1 1 1 1 1
Rad1—§+1—§++<—§) +—E <—§> .
1

1 1 1 1
Naﬁvodzvol’merad1—§+Z—§+---+<—§) +...,prijeho

sktimani totiz moézeme vyuzit jeden z nasich predoslych obrazkov.
Znovu zostrojime Stvorec so stranou a = 1, a budeme ho delit spo-
sobom opisanym na obr. 6. Napriek tomu nas pohlad bude odlisny
— zatial ¢o v predchadzajucich pripadoch sme si v§imali vyfarbené
Utvary, teraz nas bude zaujimat prave doplnok tejto casti. Prave
tieto nevyfarbené ttvary (resp. svetlosivé Gtvary) napokon vytvo-
ria z obsahu pévodného Stvorca dvojtretinovi ¢ast, teda mozeme
VRIS T " ! >/ 1\"t 2
pisa 2+4 8+"'—|—< 2) +'--—Z< 2) =3

n=1
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11 1,1 1\ 11 1,1 1\ Y
1o+ gttt (7 5) + . 1o+ttt <7 E) +on=

[e’e] n—1
Obr. 6: Rad Z (—%)

n=1

Zaver

Jednou z prekazok, ktorej studenti Celia v stuvislosti s pojmami
konvergencia a sicet nekoneéného radu, je podla néds stotozne-
nie pojmov nekone¢ny a neohraniceny, o com svedéia vyroky ako
». .. ale ked pripocéitam dalfie a dalsie c¢islo, rastie to do neko-
necna...“ Na zdklade naSich sktisenosti sme sa presvedcili, ze
zaradenie ,vhodnych® ilustracii ¢i obrazkov, nazyvanych aj ako
»dokazy bez slov pocas vyucby pojmu stucet nekoneéného radu
(a to najmi v ramci propedeutiky tohto pojmu) umoziuje efek-
tivne pomdct Studentom uvedenti prekézku prekonat. Spracova-
nie tychto vizualnych reprezentacii stictov nekoneénych radov vo
forme dynamickych apletov naviac umoziiuje pouzivat pri vyucbe
aj také ,dokazy bez slov”, ktorych interpretacia by bola zo static-
kého obrazka pomerne naroc¢na.
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V ¢lanku uvedené grafické reprezentacie sic¢tu nekoneéného

geometrického radu s kvocientom % su vSeobecne zname. Na za-

.....

prezentécie suctu dalsich nekoneénych radov, a to najmi nekoned-
nych geometrickych radov s kladnymi ¢i zapornymi kvocientmi.
Ako ukézku z nich sme v ¢lanku zvolili reprezenticie sactu neko-
neénych geometrickych radov s kvocientmi % a —%. Pri pouzivani
,2dokazov bez slov“ pocas vyucby pojmov konvergencia nekonec-
ného radu a jeho stdet sa samozrejme nemusime obmedzovat iba
na grafické reprezentacie sictu nekone¢nych geometrickych radov.
Pomocou nézornych grafickjch reprezentacii sa nam podarilo na
intuitivnej trovni ,presvedc¢it® Studentov aj o konvergencii niek-

torych inych typov nekonec¢nych radov, a to najméi teleskopickych
o0

nekonecnych radoch ¢i Riemannovho radu g —,a>1
n
n=1
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Abstract

Understanding the concept of infinity, which is one of the fun-
damental concepts of mathematics, assumes significant degree of
cognitive maturity of every individual. For this reason this con-
cept is a source of many obstacles and difficulties in a teaching
process. Students meet for the first time with the notion of in-
finity in an explicit form in connection with the concept of con-
vergence of sequences and series. As confirmed by several studies,
many practicing teachers or our own experience, the concept of
the sum of infinite series belongs to difficult and problematic ones.
In our opinion, one of the obstacles that students face in relation
to the concepts of convergence and the sum of the infinite series
is confusion of meanings of terms infinite and unbounded. The
contribution presents several visual representations of the sum of
infinite series, which may help students to overcome some difficul-
ties related to the thorough understanding of this concept.
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