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RESENI TROJUHELNIKU
LUKAS Vizek!

Timto ¢lankem autor navazuje na svij prispévek Vyuka si-
nové a kosinové véty v souvislosti se shodnosti trojihelniki (Vi-
zek, 2013) na konferenci Dva dny s didaktikou matematiky 20132
Po struéném pfipomenuti zde prezentované didaktické koncepce se
podrobnéji vénuje zpracovani problematiky v ¢eskych stiedoskol-
skych ucebnicich, porovnava studijni texty soucasnosti a posledni
tfetiny 19. stoleti®, ¢imz chce podlozit sviij piistup k problematice
a rovnéZz umoznit ¢tenari inspirovat se ve vice nez sto let starych
knihach.

Ve zminované prednasce autor vychézel ze svych zkuSenosti
s vyufovanim matematiky na gymnaziu*. Jako dobry didakticky
koncept, mysleno v praxi osvédéeny zptisob vyuky, predlozil feseni
obecného trojihelniku®, jehoZ pointou je pfimé navazani na plani-
metricka tvrzeni o shodnosti trojuhelniku. Metodicky v ném po-
stupujeme takto: Nejprve rozhodneme, podle jaké véty o shod-
nosti, tedy usu, Ssu, sss a sus je dany trojihelnik urcen, nasledné
usoudime, zdali pri FeSeni vyuZijeme sinovou nebo kosinovou vétu.
Konkrétné rozlisujeme nasledujici ¢tyti pripady.

1Prace vznikla na Katedie matematiky Piirodovédecké fakulty
Univerzity Hradec Kralové diky podpore projektu specificky vysokoskolsky
vyzkum v roce 2014 ¢&. 2101/04410.

2Konference se konala na PedF UK v Praze ve dnech 14. a 15. tinora 2013.

3Po zrovnopravnéni ¢eského a némeckého jazyka v roce 1848 postupné
doslo v naSich zemich k zavedeni vyuky v matefstiné na stfednich $koléach.
Diky tomu zasadné vzrostla poptavka po Ceskych ucebnicich, jez byla napl-
néna v posledni tieting 19. stoleti. Studované prace (Jandecka, 1865), (Sanda,
1870) a (Strnad, 1893) predstavuji jedny z nejstarsich ¢eskych uéebnic mate-
matiky pro stfedni skoly obsahujicich trigonometrii. Historii skolské soustavy
a vyvojem metodiky vyucovani matematice se podrobné zabyva prace (Mi-
kuléak, 2010).

4V letech 2010 az 2013 piusobil na Gymnéaziu Novy Bydzov.

5Resenim trojthelniku je v tomto ¢lanku i v praci (Vizek, 2013) rozuména
uloha: Vypocitejte velikosti zbyvajicich stran, resp. vnitinich ahla trojahel-
niku, jsou-li zadany velikosti nékterych stran, resp. vnitfnich dhlu.
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Véta usu

Trojahelniky, jez maji stejnou velikost jedné strany a dvou uhla
k ni pfilehlych, jsou shodné. V dusledku tohoto tvrzeni jsou zbyva-
jici strany a tihel uréeny jednoznac¢néS. Jejich velikost lze vypodi-
tat uzitim sinové véty, je-li napf. v AABCT dano c, o, 8, potom
v =180° — a — 3 a pro a plati

a= - sin av.

sin vy

Véta Ssu

7 véty Ssu plyne, jestlize jsou znamé velikosti dvou stran a hlu
proti vétsi z nich, potom jsou tfeti strana i zbyvajici thly urceny
jednoznaéné. Déle (podle pfislusnych planimetrickych tvrzeni)
plati, Ze zadany thel ma nejvétsi velikost, resp. neznamé tuhly
jsou ur¢ité ostré. Je-li v AABC déno a,c, a, lze potom psét

sma .c>, ~ € (0°,90°).

7 = arcsin <

Nésledné se do 180° dopocita thel g a velikost strany b se urci
pomoci sinové véty z predchozi situace.

Véta sss

V disledku véty sss jsou jednoznac¢né urceny takové trojuhelniky,
jez jsou zadany velikostmi vSech jejich stran. Podle kosinové véty
napi. pro thel « plati

b2+02a2)

Q= arccos
< 2bc

Jelikoz je funkce kosinus v intervalu (0°, 180°) prost4, je thel «
uréen jednoznac¢né. K vypocétu druhého thlu se budto znovu uZije

6Zbyvajici thel je jednoznaéné uréen rovnéz podle véty o souctu velikosti
vnitfnich thla trojuhelniku.

7V celém ¢Elanku je uvazovano obvyklé znadeni vrcholil, stran a vnitinich
Ghli trojahelniku ABC.
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kosinové véta nebo se postupuje podle sinové véty. V druhém jme-
novaném piipadé je vSak icelné pocitat nejprve thel proti mensi
strané, ktery je urcité ostry.

Véta sus

Je-li trojihelnik zadan dvéma stranami a thlem jimi sevienym,
jsou velikosti zbyvajici strany a thld urceny jednoznac¢né v dusle-
dku véty sus. Je-li v AABC znamé a, b, 7, pak podle kosinové véty
plati

¢ = /b2 + 2 — 2bccosn.

Dale se postupuje obdobné jako v predchozim pripadé.

Uhel proti mensi strané

Za narocnéjsi povazuje autor feSeni trojuhelniku zadaného dvéma
stranami a thlem proti mensi z nich. Zde je mozné postupovat ob-
dobné, jako u trojihelniku uréeném podle véty Ssu. Je-li v AABC
déno a,c, a (a < ¢), potom pro uhel v plati rovnost

. sin o
siny = -C.
a
Obecné mohou nastat tii pfipady: siny > 1, siny = 1 a

0 < siny < 1, jez je Gcelné dat do souvislosti s tim, jak bychom
postupovali konstrukéné (obr. 1). V prvnim pfipadé neni mozné
A ABC sestrojit, druhy odpovida pravoihlému trojihelniku s pre-
ponou ¢ a posledni dvéma FeSenim, trojuhelniku ABCt a ABCs,
kde 1 € (0°,90°), 72 € (90°,180°) a kde diky vlastnostem funkce
sinus plati, ze v = 180° — 7.

Pii tomto zadani mtzeme rovnéz vyuzit kosinovou vétu ve
tvaru a? = b% + ¢ — 2bccos a. Chapeme ji jako kvadratickou rov-
nici b? — 2bccos a — a? 4+ ¢ = 0 s nezndmou b. Jeji diskriminant D
je roven 4a? —4¢? sin? o, v§e popsanym tiem pFipadtim odpovida
D <0,D=0aD >0, resp. rizny pocet redlnych kofenii (délek
strany) b.
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Obr. 1

Poznamky k souc¢asnym ucéebnicim trigonometrie

V naésledujici analyze stfedoskolskych ucebnic obsahujicich tri-
gonometrii bude vénovana pozornost tomu, jakym zptisobem je
v nich odkazovéno na planimetrii a jak je v nich vyloZeno feSeni
zejména takovych trojuhelnikd, jez jsou zadany dvéma stranami
a thlem proti jedné z nich.

V elektronické uéebnici (Krynicky, 2010)8 v ¢asti Trigonome-
trie nejsou véty o shodnosti trojuhelnikt vibec zminény a také
neni dano do souvislosti pocetni feseni trojihelniku s jeho kon-
struovanim. Kapitola 4.4.1 Sinovd véta obsahuje feSeny piiklad
¢. 6 o trojuhelniku daném podle véty Ssu:

8Tuto ucebnici lze v soucasné dobé& povazovat za nejnovéjsi.
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V trojihelniku jsou dany dvé strany (o velikostech 8,7 a 5,3) a
thel proti vétsi z nich (85°35'). Urci vechny strany a uhly v troj-
uhelniku.

Nejprve je podle sinové véty pocitan thel proti mensi strané,
jenz, jak vime, je zajisté ostry. V postupu je vSak napséno (s drob-
nym pieklepem): Uhly s touto hodnotou sinu mohou existuji dva
= musime vyuZit oba. Z planimetrického hlediska vSak vyuziti
,druhého* nedava zadny smysl.

V sérii ucebnic Matematika pro gymndzia, konkrétné v dilu
Goniometrie (Odvarko, 2003) jsou pfipomenuty pouze véty sss
a sus, tedy tvrzeni vztahujici se k uziti kosinové véty. V kapi-
tole vénované sinové vété je k feSeni trojuhelnikd danych dvéma
stranami a thlem proti jedné z nich podano vysvétleni vysazené
mensim pismem pod hlavnim textem:

Poznamka. Velikost uhlu je urcena funkci sinus dvojznacné.
Podle konkrétnich udaji rozhodneme na zdkladé trojuhelnikové
nerovnosti a véty o souctu velikosti vnitrnich uhlu v trojuhelniku
o poctu Tesent. (Odvarko, 2003: s. 108).

Tohoto principu je také vyuzito v praci (Odvarko & Repova,
1996), zde jsou navic uvedeny vSechny véty o shodnosti trojihel-
nikt. Ve sbirce (Jirdsek et al., 1996: s. 325-326) je FeSeni troj-
thelniku zadaného dvéma stranami a thlem proti jedné z nich
efektivné porovnavano s konstrukénim fesenim. Vyklad je dopl-
nén obrazkem podobnym nasemu obr. 1. Tento pristup se ve vyse
uvedenych pracich neobjevuje.

Zpracovani starych ucebnic

Ve vSech tiech studovanych starych ucebnicich geometrie je feseni
trojuhelniku disledné vztahovano na pfislusna planimetricka tvr-
zeni. Vedle vét o shodnosti trojuhelniki je vzdy pfipomenuto tvr-
zeni fikajici, ze proti krat$im stranam trojuhelniku lezi vzdy os-
tré tthly. Tuto vlastnost povazuje autor ¢lanku za zdsadni, nebot
feSeni trojuhelniku velmi zefektiviuje. P¥itom v soudobych uceb-
nicich je tato véta pfimo uvedena pouze v praci (Odvarko, 2003:
s. 114). Neni s nim vSak pracovano prili§ systematicky, je zminéno
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pouze u jednoho piikladu na feSeni trojuhelniku daného podle sss
a jednou v nésledujici poznamce.

V préci (Jandecka, 1865) jeji autor uvedl pfimo oznadeni pti-
slusnych planimetrickych vét, jez dokazal v pfedchozim dilu uceb-
nice, tedy v (Jandecka, 1864):

Hodnota sin B ndlézi vubec ku dvéema uhlim, které se na 180°
doplriugi (§. VII 8. vz. 42.)°; proce# je-li B tihel duty, k jednomu
ostrému a k jednomu tupému zdroven. V nasi dloze jest ale tupy
thel vyloucen, jezto dle vyminky jest b < a a tim B < A (PL
XLV.), tedy na vSechen zpisob B < 90°. Kdyby ale bylo b > a,
zustala by dvojsmyslnost, coz se srovndvd s Pl. XLVII. 5. (Jan-
decka, 1865: s. 32)

V paragrafu XLV je dokazéano tvrzeni V trojihelniku lezi proti
Vet strané téZ vétsi uhel (Jandecka, 1864: s. 35) a v paragrafu
XLVII je podrobné rozebrana Urcenost trojuhelnika dvéma stra-
nami a uhlem protilehlym, je k tomu vyuzit postup konstrukce
takovych trojuhelniki (Jandecka, 1864: s. 35-36).

V. Sanda se podrobnéji zabyval nejednozna¢nym uréenim troj-
thelniku (danym dvéma stranami a thlem proti jedné z nich),
navic proti ostatnim autorim vyuzil také kosinovou vétu, resp.
feseni kvadratické rovnice:

Ze neni trojuhelnik dokonale urcen, kdyZ by byly ddny dvé
strany na pr. a a c, a uhel proti té€ mensi leZici, plyne primo z nd-
sledugictho: urcime-li plochu trojihelnika, p = %acsin B, a stra-
nu b dle véty Carnotovy'®: b?> = a? = ¢® — 2accos B!, miizeme
v této posledni ctvercové rovnici urciti ¢ a dosaditi jeho hodnotu
do rovnice prond. Jest totiz ¢ = acos B+ vb2 — a2 + a2 cos B2 =
= acosB £ Vb —a?sinB?, tudy p = 3asinB(acosB+

b? — a?sin B?).

Dokudby bylo b > a, md i korenovd velicina dvoji cenu; Ze

9 Paragraf VII je obsazen v (Jandecka, 1865), Cdsti I., Vztahy tkont goni-
ometrickych, str. 19. Jsou v ném popsany vlastnosti goniometrickych funkci.

10K osinova véta byla diive pojmenovavana podle francouzského inzenyra,
generéla a politika Lazara Carnota (1753-1823). Zakladni informace o jeho
zivoté a dile viz Ottiv slovnik naucny. Pdty dil. Praha: J. Otto, 1892, str.
169-170.

1Zde je pieklep, ma byt b2 = a2 4 ¢ — 2accos B.
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ale p vidycky jenom kladné byti musi, smi se vziti t€Z i korenovd
velicina toliko kladné. Pro b < a mohou se vziti bud obé ceny, aniZ
by proto p bylo zdaporngm byti muselo, a nebo bude celd hodnota
pomyslenou. (Sanda, 1870: s. 194)

Zpracovani feSeni trojuhelniku ve starych ucebnicich 1ze shr-
nout citaci rozboru nejednoznacéné uréeného trojuhelniku v knize
(Strnad, 1893), z néhoz autor tohoto ¢lanku vyuzil z bodu ¢) dis-
kuzi o hodnoté funkce sinus ve vztahu k poctu reseni:

Ddny jsou dvé strany a tuhel proti jedné z nich.
bsin o

Ddno-li a, b, «, jest podle véty sinové sinf = , nacez
asiny
’ A=

sin «v

a

vypocitdime v = 2R — (a + ), ¢ = Labsinvy. Zde se
slusi rozezndvati tyto pripady:

a) Je-li a > b, jest zlomek vyjadiujici sin 8 pravy; vhel 8 jest
pak mozZny a jednoznacné urcem, ponevadzZ memuzZe byti tupym
z priciny o > B.

b) Je-li a = b, jest sin B = sina a také 3 = a. Uloha jest zde
téz jednoznacnd a vysledkem trojuhelnik rovnoramenny.

c¢) Je-li a < b, mizZe byti bsina % a.

V prvém z téchto pripadi jest sin 8 < 1, wloha moznd a dvoj-
znacénd, nebot § mize byti whel ostry nebo tupy; v druhém piipadé
sin 8 = 1, wloha jest jednoznacnd s viysledkem trojihelnik pravo-
dhly; v tiretim pripadé jest sin 8 > 1, tedy dloha nemoznd. (Strnad,
1893: s. 209)

Zavér

Diilezitost spravného didaktického pfistupu k vyucovani trigono-
metrie podtrhuje fada dobovych &lankd otisténych v Casopise pro
péstovdani matematiky (a fyziky)'?, jez zajimavym a podnétnym
zpusobem rozebiraji metodiku Feseni trojuhelniku, dokazovani si-
nové a kosinové véty nebo dalsi trigonometricka tvrzeni a jejich
uziti.

12Vedle prace (Lerl, 1939) lze jmenovat napt. Houel, J. (1876). Pozndmky
o vyucovdni trigonometrii. Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky,
5(1876), 103-112, nebo RysSavy V. (1926). Metodické pozndmky z trigono-
metrie. Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, 55 (1926), 120-123.
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Tento prispévek si proto autor dovoluje zakoncit misto vlast-
nich slov nasledujici citaci, s jejimz obsahem je ztotoZnén:

Zidkladni vety odvozujeme rozmanitym zpusobem; avsak pres
to se pokladd — zvldsté pri prvnim odvozovdni — za nejvhodnéjsi
onen zpusob odvozovdni, pri némz se vychdzi ze zndmgych plani-
metrickych vét a vztahi a pouzZivd se metody pomocnich obrazci.
Vzhledem k tomu je na misté opakovani zdkladu planimetrie, ob-
zvldste k pozdeéjsimu resent trojuhelnika, daného riznymi pruky.
Ale i konstruktivni 7eseni je nam casto dobrym vidcem pTi tri-
gonometrieckém fTeiend, nebot ndm nejen umoznuje prehlédnouti
vnitrni stavbu, ale poskytuje ndm i mnoho naméti k diskuzi ulohy,
obzvldste pokud jde o mnohoznacnost. (Lerl, 1939: s. 164-165)
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Abstract

The article deals with methods of teaching triangles and calcu-
lations of their sides, angles, etc. First, the analysis of current
secondary textbooks is made and second, the author’s own con-
ception of teaching is presented. It is, among others, grounded in
Czech secondary mathematics textbooks from the last third of the
19th century.
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