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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 22.-25. 3. 2015 se v Praze uskutecnilo celostatni kolo
64. ro¢niku matematické olympiady kategorie A. Zvefejiiujeme za-
déani a feSeni uloh, seznam vitéza a Uspésnych Fesitelt. Soucasné
zverejiiujeme tulohy prvniho kola pfisttho ro¢niku Matematické
olympiady, kategorii A, B, C pro Skolni rok 2015-2016.

Ulohy celostatniho kola 64. roéniku
matematické olympiady

Praha 22.-25. brezna 2015

1. Najdéte vSechna ¢tyfmistna cisla n takovéa, Ze zaroven plati:
i) ¢islo n je soucinem t¥i riznych prvodisel;
ii) soucet nejmensich dvou z téchto prvoéisel je roven rozdilu
nejvétsich dvou z nich;
iii) soucet vSech t¥{ prvocisel je roven druhé mocniné jiného
prvocisla.
(Radek Horensky)

Reseni. Piedpokladejme, 7e n spliiuje zadané podminky, tedy
n=p-q-r,priemz p < g < r jsou prvocisla.

Z druhé podminky vyplyva p+q = 7 —q, tj. 7 = p + 2q.
Prvocislo r je liché, proto je p # 2.

Podle tieti podminky je p + ¢+ 7 = 2p + 3¢ = 52, kde s je
prvodéislo. Moznost s = 3 o¢ividné nevyhovuje (soudet t¥{ riznych
prvocisel je totiz vétsi nez 9), proto s? neni délitelné tfemi, a tedy
p#3.

7 rovnosti 2p 4+ 3¢ = s° rovnéz vyplyva, ze ¢islo 2p dava pri
déleni tfemi zbytek 1, protoze at uz dava s pri déleni tfemi zby-
tek 1 & 2, v obou piipadech davé s? pii déleni tfemi zbytek 1.
Prvocislo p tedy dava pti déleni tfemi zbytek 2. Vypisme od nej-
mensich nékolik prvocisel, ktera jsme zatim nevyloudili jako mozné
hodnoty p:

2

pe{5,11,17,23,29,41,...}.
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Pokud je p > 17, vyjde ¢ > 19 a r = p + 2q > 55, ¢ili
n=pqr>17-19-55>15-15-50 = 225 - 50 > 200 - 50 = 10000,

coz odporuje pfedpokladu, Ze n je tyimistné!. Zbyva tedy vyse-
tfit p € {5,11}.

Pokud p = 11, z rovnosti 2p+3¢ = s> mame q = %(32722). Na-
sledujici tabulka udévéa hodnoty ¢ pro nejmensi prvociselné hod-
noty s (zfejmé musi byt s? > 22, tedy s > 5):

s ) 7 11 | 13 | 17 | 19
q 1 9 33 | 49 | 89 | 113

Hodnoty ¢ s rostoucim s zfejmé rostou. Vidime, ze pro s < 13
nevychazi g prvociselné. Pro hodnoty s > 17 je ¢ > 50, takze

n = pgr = 11¢(11+2q) > 11-50 - 111 > 10 50 - 100 = 50 000.

Ctyfmistné hodnoty n tedy pro p = 11 nedostaneme.
Pokud p = 5, médme ¢ = %(52 — 10). Sestrojime podobnou

tabulku jako vyse:

s 5 7 11 | 13 | 17 | 19
q 5 13 | 37 | 53 | 93 | 117

Ptipad ¢ = 5 nevyhovuje podmince p < q. Pro s = 7 vyjde ¢ = 13
a r = 31, dostavame tedy vyhovujici hodnotu n = 5-13-31 =
= 2015 (13 1 31 jsou skute¢né prvocisla). Pro s > 11 je ¢ > 37,
cili

n=pgr=5¢(5+2¢)>5-37-79>5-30-70 = 10500.
74dné dalsi feSeni proto nedostaneme.

Odpovéd. Jedingm moZnym feSenim je p =5, ¢ = 13 a r = 31, tj.
n = 2015.
Pozndmka. Pro zajimavost poznamenejme, Ze jediné pétimistné

resp. Sestimistné ¢islo vyhovujici danym tfem podminkam je n =
=5-37-79 = 14615, resp. 29 - 37- 103 = 110519.

1Mohli jsme samoziejmé rovnou napsat n = pqr > 17-19 - 55 = 17 765.
Uvedeny vypocet jen demonstruje, jak potiebny odhad n > 10000 odvodit
bez pracného nasobeni.
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Kdyby s nemuselo byt prvocislo, jediné dalsi vyhovujici ¢islo
mensi nez 1000000 by bylon =3-73-149 = 32631.

2. Pro dané pfirozené ¢islo n urcete pocet cest délky 2n+2 z bodu
[0,0] do bodu [n,n], které Zddnym bodem neprochézeji vicekrat.
Cestou délky 2n+2 z bodu [0, 0] do bodu [n, n] rozumime (2n+2)-
-¢lennou posloupnost

(ApgA1, A1Ag, AsAs, -+, Aspy1Aoni2)

Y7

usecek spojujicich dva sousedni miizové body, pficemz Ay = [0, 0],
Agpto = [n,n)]. (Pavel Novotny)
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Reseni. Soufadnicovou soustavu méjme orientovanu standardné,
tedy tak, ze x-ova osa sméruje zleva doprava a y-ova zdola nahoru.
V tomto kontextu budeme v feSeni pro prislusné smeéry pouzivat
slova ,doleva“, ,doprava“, ,nahoru“ a ,doli“.

Kazdéa cesta z bodu [0,0] do bodu [n,n] musi obsahovat ale-
spon n krok® smérem doprava a alespon n krokd nahoru. Kromé
téchto 2n kroki musi cesta délky 2n+2 obsahovat jesté dva kroky,
které maji navzajem opacny smér. Vzhledem k tomu se kazda
cesta délky 2n + 2 da realizovat praveé jednim ze dvou zpisobi:

a) n+ 1 krokt doprava, jeden krok doleva, n krokd nahoru;
b) n + 1 krokt nahoru, jeden krok dolt, n krokt doprava.
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Vzhledem k symetrii je zfejmé, zZe ob€ moznosti obsahuji stejny
pocet cest, proto se budeme zabyvat pouze moZnosti a). Krok
doprava oznacime cislem 1, krok doleva ¢islem 2, krok nahoru
¢islem 3. Hleddme pocet (2n + 2)-clennych posloupnosti, které
obsahuji n+1 jednotek, jednu dvojku a n trojek. Jednotky mtizeme
umistit (2;:'12) zpusoby a dvojku na nékteré z n + 1 zbyvajicich
mist, proto je pocet takovych posloupnosti

(n+1) (2::12).

Musime ale odecist pocet téch posloupnosti, v nichz néasleduje
dvojka bezprostfedné za jednotkou nebo bezprostfedné pred jed-
notkou — praveé takové posloupnosti totiz prisluseji tém cestam,
kterymi projdeme nékterou tsecku nejméné dvakrat. Opravdu,
pokud jednotka v posloupnosti sousedi s dvojkou, znamena to, ze
jsme po cesté $li ve dvou po sobé jdoucich krocich doprava a doleva
(nebo naopak), prosli jsme tedy tutéz tisecku dvakrat. Naopak, po-
kud dvojka (ktera je v posloupnosti jedind) nesousedi s jednotkou,
je v posloupnosti pfed ni i za ni trojka (pfipadné z nékteré strany
nen{ zadné ¢islo, pokud dvojkou posloupnost za¢ind nebo konéi),
takze cela cast cesty pred krokem doleva se nachéazi nize a cela
Cast cesty po kroku doleva se nachéazi vyse nez tisecka, po niz jsme
prosli doleva (obr. 1). Tyto dvé ¢asti jsou proto disjunktni, a pro-
toze obé jiz obsahuji jen kroky nahoru a doprava, po zadné tsecce
v nich vice nez jednou urcité neprojdeme.
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Jednotku a hned za ni dvojku mtzeme umistit 2n + 1 zptsoby
a zbyvajici jednotky na volné mista (27;’) zpusoby. Pocet posloup-
nosti, ve kterych je dvojka bezprostiedné za jednotkou, je tedy

(2n+1) (2:>

Stejny je pocet posloupnosti, ve kterych je dvojka bezprostiedné
pred jednotkou. Posloupnosti, v nichz je trojice po sobé jdoucich
¢lent 1, 2, 1 (ty prisluseji cestdm, po kterych nékterou usecku pro-
jdeme tfikrat po sobé) jsou zapoéitany v obou pfipadech, musime
je tedy jednou odecist. Jejich pocet je 2n (2::11).

Pocet vyhovujicich cest typu a) je tudiz

e (7)o () e () =
e B ey, ()

e e () )

a pocet vSech cest obou typil a) i b) je tak dvojndsobek, tedy

in <2n - 1) .
n—1
Jiné FeSeni. Pfi oznaceni z prvniho feseni pfipustné cesté typu a)
prislusi, jak jsme tam dokazali, pravé ta posloupnost, v niZz nejsou
vedle sebe jednotka a dvojka. To znamend, Ze posloupnost bud
obsahuje blok 323, nebo zacina blokem 23, nebo kon¢i blokem 32.
Odstranénim bloku 323 vznikne (2n— 1)-¢lennd posloupnost obsa-
hujici n + 1 jednotek a n — 2 trojek. Pocet takovych posloupnosti
je (2:_;11) a blok 323 muzeme piidat ke kazdé 2n zpisoby. Odstra-
nénim pocateéniho bloku 23 nebo koncového bloku 32 vznikne
2n-¢lenna posloupnost obsahujici n + 1 jednotek a n — 1 trojek.
Pocet takovych posloupnosti je ( 2n ) a ke kazdé muzeme pridat

n+1
na zacatek blok 23 nebo na konec blok 32.
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Pocet cest typu a) je proto

()2 () = e

2-(2n)! B (2n)! 2 B
- (n+D!(n-1)! (n+1)!(n—2)!(1+n—1> N
B (2n)! n+1 _ (2n)!
T+ Dnln=2) n—1 anlln-1)!

Pocdet vSech cest je tedy 2n(27?)

Pozndmky. Pfi druhém postupu je tfeba zvlasté proveérit pripad
n = 1, protoze tehdy ne vSechna kombinacni ¢isla a tpravy vyse
davaji smysl.

Zavérecny vzorec lze dostat (v zdvislosti na pouZitych tpra-
véch) v riznych tvarech, zde jsme uvedli jen dva z nich.

3. V libovolném trojihelniku ABC, ve kterém téznice z vrcholu C
neni kolméa na stranu C'A ani na stranu C'B, ozna¢me X a Y pru-
seCiky osy této téznice s pfimkami C'A a C'B. Najdéte vSechny
takové trojuhelniky ABC, pro néz body A, B, X, Y lezi na téze
kruznici. (Jan Mazak)

Reseni. Pro velikosti stran a uhlt trojihelniku ABC budeme
pouzivat standardni oznaceni. Dale ozna¢me M stied strany AB.
Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze |AC| < |BC|. V ta-
kovém pripadé je tthel C M B neostry, takze bod Y bude vniti-
nim bodem strany BC. UvaZzujme postupné vSechny mozné po-
lohy bodu X vzhledem k bodim A, C na pfimce AC.

Z¥ejmé X # C. Pokud X = A, jsou body A, B, X, Y pouze
trojici riznych bodi a urdité lezi na jedné kruzmici (o¢ividné to-
tiz nelezi v pfimce). Trojihelnik ABC proto v takovém ptipadé
vyhovuje zadani. Osa téznice C'M prochazi bodem A, pravé kdyz
|AC| = |AM|. Mezi hledané trojihelniky tedy pat¥i vSechny troj-
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tihelniky, v nichz ¢ = 2b (obr. 2)2.

Obr. 2 Obr. 3

Pokud bod X lezi na polopfimce opa¢né k polopiimce C'A (to
nastane, pravé kdyz je ihel AC'B tupy, obr. 3), lezi bod Y uvnitf
trojuhelniku ABX, takze urcité nelezi na kruznici opsané tomuto
trojthelniku. Zadny trojuhelnik ABC s takovou polohou bodu X
tudiz zadani nevyhovuje.

Pokud bod X lezi uvnit¥ strany AC (obr. 4a), lezi dané body
na jedné kruznici, pravé kdyz je ¢tyruhelnik ABYX tétivovy, tj.
pravé kdyz |[< XY C| = «. Stejnou podminku dostaneme i v pii-
padé, Ze bod X je vnitinim bodem poloprimky opacné k polo-
piimce AC (obr. 4b), protoze v takovém piipadé je tétivovost Gty-
fahelniku AX BY ekvivalentni shodnosti obvodovych thla XYB
a XAB, jejichz velikosti jsou 180° — [$ XY C| a 180° — «.

Obr. 4a Obr. 4b

Hledéame tedy takové trojuhelniky ABC, pro néz bod X # A
lezi na polopiimce C'A a tthel XY C' ma velikost a.
Pokud je trojuhelnik ABC' rovnoramenny se zdkladnou AB,

2Diky trojahelnikové nerovnosti a + b > ¢ pro kazdy trojuhelnik spliujici
c = 2b plati a > b, takze vSechny takové trojuhelniky splnuji predpokladanou
nerovnost |[AC| < |BC|.
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je f = « a pfimka XY je rovnobézna s AB, takze |[JXYC| =
= |4 BAC| = «a a trojtuhelnik zfejmé vyhovuje zadani.

Predpoklddejme tedy, ze je |AC| < |BC|. V takovém piipadé
polopiimka C'M protne kolmici vedenou bodem B ke strané AB
v bodé, ktery ozna¢ime P. Oznacme jesté @) st¥ed tsecky CM a D
obraz bodu C' ve stfedové soumérnosti podle M (obr. 5).

Obr. 5

Z pravouhlého trojuhelniku CQY vidime, Zze a < 90° a
|$BCP| =90° — . Ze stfedové soumeérnosti se stfedem M plyne
|[SDBA| = |[$CAB| = «a, takze bod D lezi uvnitf usecky MP
a |[<DBP| = 90° — «. Trojuhelniky DBP a BCP jsou tedy po-
dobné podle véty uu, takze dostavame

\DP|: |BP|=|BP|:|CP|, tj. |DP|-|CP|=|BP]% (1)

Ptitom |DP|-|CP| = (|[PM|— |DM|)(|PM|+ |MC|) = |PM|?* —
— |[MC?, zatimco podle Pythagorovy véty je |BP|?> = |[PM|? —
— |[M BJ?. Dosazenim do (1) tak po tpravé dostaneme |M B| =
= |MC|. To znamend, Ze kruznice s primérem AB prochézi bo-
dem C|, takze trojihelnik ABC' ma pfi vrcholu C pravy thel.
Naopak, pokud trojuhelnik ABC ma pravy thel pii vrcholu C,
lezi bod C na Thaletové kruznici se stfedem M a polomé-
rem |M B, takze trojihelnik BCM je rovnoramenny se zdklad-
nou BC a |[SBCM| = |[$CBM|=90° — a, odkud | XYC| = a.
Jelikoz ithel ACM je ostry, lezi bod X na polopiimce C'A, a z uve-
deného tak vyplyva, ze trojuhelnik ABC vyhovuje zadani.
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Zdvér. Shrnutim uvedenych vysledki a pfidanim FeSeni piisluse-
jicich k pfipadu |AC| > |BC| dostavdme, Ze zad4ni vyhovuji:

> v8echny rovnoramenné trojuhelniky se zakladnou AB;

> vSechny pravouhlé trojuhelniky s pfeponou AB;

> vSechny trojuhelniky, jejichZ strana AB je dvakréat delsi nez

jedna ze zbyvajicich dvou stran.
(Pravouhly rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou AB je zahrnut
v prvnim i druhém bodu; pravoihly trojuhelnik s pfeponou AB
a s thlem a = 60° nebo 8 = 60° je zahrnut v druhém i tietim
bodé.)
Pomoci délek stran 1ze tyto trojihelniky charakterizovat sym-

bolicky podminkou

a=bV ad®+bv¥=cV =2V c=2b,
ptfipadné pomoci velikosti vnit¥nich hli podminkou

a=pV vy=90° V siny =2sina V siny = 2sin 3.

Pozndmka. Klicovy poznatek, Ze pii poloze bodu X na polopfim-
ce CA z rovnosti |[SXYC| = a vyplyvd a = 8 nebo v = 90°,
lze odvodit mnoha jinymi zptisoby. Nastinime nékolik takovych
feSeni, pricemz jiz nebudeme uvadét zbylou ¢ast postupu, jen do-
kazeme uvedenou implikaci a obc¢as vynechame nékteré detaily.

Jiné reseni. Sestrojme v bodé C kolmici ¢ k téZznici C' M. P¥imka ¢
je rovnobézna s jeji osou XY, takze svird se stranou BC' thel
velikosti o (obr. 6). Z vlastnosti obvodovych a tisekovych whli
vyplyva, Ze t je teCnou kruznice k opsané trojuhelniku ABC.
TéZnice CM tudiz prochazi stfedem kruznice k. Protoze M je
stfed AB, mohou nastat dva pfipady: bud je pfimka CM osou
strany AB, takze o = [, nebo je bod M stfedem kruznice k,
takze v = 90°.

Jiné feseni. Predpokladejme, Ze v # 90°, a sestrojme paty vysek
z vrcholt A, B, které postupné ozna¢ime U, V. Tyto paty lezi na
Thaletové kruznici nad primérem AB a z tétivového ¢tyiuhelniku
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Obr. 6 Obr. 7

ABUV (pokud v < 90°), resp. ABVU (pokud v > 90°) dosta-
neme |[JVUC| =« a |[JUVC| = (obr. 7). Pfimka UV je tudiz
rovnobé&znd s XY, tj. je kolma k t&znici CM. Aviak |MV| = |MU|
(nebot M je stfed Thaletovy kruznice nad primérem AB), takze
trojuhelnik UV M je rovnoramenny se zakladnou UV a pfim-
ka CM je zaroveil osou zakladny UV. Proto |CU| = |CV| neboli

a=0.

Jiné FeSeni. Oznatme |CX| = |[MX| =2z a |CY| = |MY|=y.
Pokud X lezi uvnitf strany AC (obr. 8a), je |[SAX M| = 180° —27
a ze sinové véty v trojuhelniku AM X mame
1 .
¢ x csina

- takie = :
sin(180° — 28) _ sina’ 0 T 95in2p

Totéz vyjadieni ziskame i v pripadé, ze bod X lezi na polopfimce
opacné k AC (obr. 8b — tehdy ma trojuhelnik AM X pii vrcholech
A a X thly s velikostmi 180° — a a 2(). Analogicky odvodime
y = csin 5/2sin 2a.
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Z mocnosti bodu C ke kruznici, na niz lezi body A, B, X, Y,
mame xb = ya. Dosazenim odvozenych vztahtl dostavame
besina acsin

= takz in 2ac = sin 2
2sin2B  2sin2a’ akZe sin2a = sin2p,

kde jsme vyuZili rovnost a sin § = bsin «, ktera vyplyva ze sinové
véty. Je tedy 2a = 2 nebo 2a + 25 = 180°. V prvnim pripadé je
o =, v druhém v = 90°.

4. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

a(b® + ¢) = ¢(c + ab),
b(c? + a) = ala + be),
c(a® +b) = b(b+ ca).

(Michal Rolinek)

Reseni. Kazdou rovnici upravime tak, aby ¢leny tfetiho stupné
byly nalevo a ¢leny druhého stupné napravo. Po vyjmuti spolec-
nych Cinitelt pred zavorku dostaneme ekvivalentni soustavu

ab(b—¢) = c(c — a),
be(c—a) =a (a—b), (1)
cala—b) =b(b—c).

Nejprve vysSetiime moznost, ze dvé neznamé maji stejnou hod-
notu. Je-li nap¥. a = b, pak z tfeti rovnice plyne bud b = ¢, nebo
a = b =0 a poté z prvni rovnice i ¢ = 0. V obou ptipadech je
a = b = c. Totéz dostaneme i pro jinou dvojici neznamych. Dosa-
zenim snadno ovéfime, Ze trojice (¢,t,t) je feSenim dané soustavy
pro kazdé realné t.

Pokud je nékterd z neznamych nulova, napi. a = 0, plyne
z prvni rovnice ¢ = 0 a nasledné z tfeti rovnice i b = 0. Podobné
jsou vSechny t¥i neznamé nulové i tehdy, pokud b = 0 nebo po-
kud ¢ = 0. Trojice (0,0,0) je pfitom zahrnuta jiz mezi FeSenimi
v predchozim odstavci.
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Pfedpokladejme nakonec, Ze trojice (a, b, ) je FeSenim, pficemz
zadnéd dvé z Cisel a, b, ¢ nejsou stejnd a zadné neni nulové, tj.
v8ichni ¢initelé ve vSech rovnicich v (1) jsou nenulovi. Po vzé-
jemném vynasobeni téchto rovnic a vydéleni spoleénych ¢initeli
dostaneme abc = 1, z ¢ehoz po vynasobeni jednotlivych rovnic
v (1) postupné ¢leny c¢, a, b vychazeji rovnice

b—c=c*(c—a),

c—a=ad*(a—b),

a—b="b*b-c).
Cinitelé a2, b2, ¢? jsou kladni, proto vSechny t¥i vyrazy a—b, b—-c,
¢ — a maji stejné znaménko. To vSak neni mozné, protoze jejich

soucet je nulovy. Zadné dalsi feseni tedy neexistuje a jedinymi
FeSenimi dané soustavy jsou trojice (t,t,t), t € R.

Jiné feSeni. Pfedpokladejme, Ze trojice (a,b,c) je feSenim sou-
stavy. Pokud a = 0, plyne z prvni rovnice ¢ = 0 a ze tfeti rovnice
pak i b = 0. Podobné dostavame, ze pokud je kterdkoli z ne-
zndmych nulové, jsou nulové vSechny. Trojice (0,0,0) je opravdu
feSenim. Dale proto budeme predpokladat, Zze vSechny t¥i neznamé
jsou nenulové.

Vynasobme prvni rovnici soustavy neznamou b a prictéme k ni
druhou rovnici:

ab(b® 4 ¢) + b(c® + a) = be(c + ab) 4+ a (a + be).
Dalsi ipravou dostaneme
ab® 4+ ab = ab’c + a?,
b+ b="b’c+a. (2)

Vzhledem k tomu, ze cyklickou zdménou nezndmych se rovnice
puvodni soustavy nezméni, museji byt splnény i rovnice, které
dostaneme cyklickou zdménou nezndmych v rovnici (2), tedy

A +c=cta+b, (3)
a®+a=a’b+ec (4)
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Z rovnosti (2), (3), (4) vyplyva, ze vSechny t¥i neznamé a, b, ¢
maji stejné znaménko. Opravdu, pokud jsou napft. obé neznamé a,
b kladné, je kladna i prava strana (3), tudiz i jeji levé strana, a to
je mozné jen pro ¢ > 0. Stejna tvaha zfejmé funguje i pro zaporna
a, b a i pro kterékoli jiné dvé neznamé. Navic snadno nahlédneme,
Ze pokud trojice (a,b,c) spliiuje rovnosti (2), (3), (4), spliluje je
i trojice (—a, —b, —c). Stadi tedy uvazovat jen pfipad, kdy vSechny
t¥i nezndmé jsou kladné.

Sectenim rovnosti (2), (3), (4) dostaneme

a® +b® 4+ & = a®b 4 b?c + Pa. (5)

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem
trojice kladnych ¢isel plati
PAb+ed o, dtdta L

a® +a® + b° )
amram o 2
@0 3 = 3 =

3 >
Se¢tenim téchto nerovnosti dostavame a®+b3+¢* > a2b+b2c+02a,
pfiéemz rovnost tu, a tedy i v (5) plati pouze tehdy, pokud plati
ve vsech tfech nerovnostech vyse, tj. kdyz a = b = ¢. Tim jsme
dokéazali, ze feSenim soustavy muze byt jen trojice shodnych ¢isel.
Snadno ovérime, ze kazda takova trojice opravdu vyhovuje.

5. Je dan trojuhelnik ABC, jehoz kazdé dvé strany se lisi aspon

My

a o jeji polomér. Dokazte, ze
2
Sarr + Sprr + Scir > gd@
kde Sxyz znaci obsah trojihelniku XYZ. (Michal Rolinek)

Reseni. Strany trojihelniku oznaéme obvyklym zptisobem a, b,
c; budeme také pouzivat oznaceni v, pro velikost vysky trojihel-
niku na stranu a. Necht M je stfed strany BC a D jeji prusecik
s osou Al thlu BAC. Trojahelniky AIT a AIM maji spolecnou

vy ey

nice AM, je SAIT = %SAIM (ObI‘. 9)
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B> D M a c

1
2

Obsah trojuhelniku AIM vyjadiime jako rozdil obsaht trojthel-
niki DMA a DMI, které maji spole¢nou stranu DM a jejich
vysky na tuto stranu maji velikosti v,, resp. 0. Mame tedy

DM|-v, |DM|-p 1
Sarm = Spma—Spmr = | 2' | 2‘ = §\DM\(Ua—Q)~
Podle znamych vzorcu je
1 1
Sapc = —av, = *(a +b+ C)
2 2
odkud
a+b+c b+c
Vo = “a 0=0+ 0.
Spojenim dosud odvozenych vztahl dostavame
2 1 1 b+c
==.-|DM|(v, — o) = =|DM . 1
Sarr = 5 - 5|DM|(va — 0) = 3|DM|—— ¢ (1)

Délku |[DM| vyjddiime jako kladny rozdil délky |BM| = ia
a délky |BD|, kterou ozna¢ime x. Vime, Ze osa thlu trojihelniku
deéli protéjsi stranu v poméru prilehlych stran. Proto = : (a —z) =
= c: b, odkud vyjadiime x:

ac
T=
Je tedy
1 1 ac a(b+ ¢) — 2ac
[DM| = |a—= :’2 Thte| | 20+0 |
a(b—c) alb — ¢|
T 20+ 20+c)
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Dosazenim do (1) nakonec vyjde

g _loafpb—¢ bte 1
AT =3 %0+ a °76

|b—c|o.
Analogicky odvodime

1 1
Sprr = 6'0 — alo, Scir = 6|a - ble.

Podle zadéni je kazd4 z hodnot |a —b|, |[b—¢|, |c— al alespoti d.
Pritom zfejmé nejvétsi z téchto tii hodnot je rovna soucétu zbyva-
jicich dvou, tj. mé velikost alespon 2d, takze soucet vSech tii je
alespon d 4 d + 2d = 4d. Plati proto

2
Ad-p = =d
0 3 0,

| =

1
Sarr+Sprr+Scir = 6(|b—c\+|c—a\+|a—b\)g 2

coz bylo tfeba dokazat.

6. Je dano prirozené ¢islo n > 2. Urcete nejvétsi celé cislo d,
pro néz plati nasledujici tvrzeni: Z libovolné n-prvkové mnoziny
celych cisel lze vybrat tfi rizné neprazdné podmnoziny tak, ze
souCet prvka kazdé z nich je celodiselnym nasobkem ¢isla d. (Vy-
brané podmnoziny mohou mit spoleéné prvky.) (Jaromir Simsa)

Reseni. Uvedené tvrzeni neplati pro zadné d > n: staci uvazit
n-prvkovou mnozinu sestavenou z celych cisel, kterd pii déleni
Cislem d davaji zbytek 1. V pfipadé d = n je jedinou ,,vyhovujici“
podmnozinou celd n-prvkova mnozina, v pfipadé d > n zadna
takova neexistuje.

V druhé c¢ésti feseni ukdzeme, Ze tvrzeni plati pro d = n — 1.
V dalsim vykladu vSechny uvazované mnoziny budou neprazdné,
jejich prvky budou celd ¢isla a s(X) bude znadit soudet vSech prvki
mnoziny X.

Nejprve dokdzeme (zndmé) tvrzeni, Zze ma-li X alesponi d prvki,
pak existuje Y C X s vlastnosti d | s (Y). Skuteéné, pokud vybe-
reme d ruznych prvka xi,...,xq4 € X, pak v ptripadé, kdy zadny
z d souctl

T1, T1+ T2, ..., T+ T2+ +2g
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neni nasobkem d, dva z nich davaji ptfi déleni Cislem d stejny
zbytek; jejich rozdil je pak nasobkem Cdisla d, ktery je souctem
s(Y") pro vyhovujici podmnozinu Y.

Vratme se k dikazu tvrzeni ze zadéni tlohy pro d = n — 1.
Necht tedy X je libovolnd mnozina majici n prvki. Podle dokéza-
ného poznatku najdeme mnozinu X; C X takovou, ze n—1 | s(Xy).
Zvolme né&jaké x; € X; a pro (n — 1)-prvkovou mnozinu X' =
= X\ {1} znovu pouzijeme poznatek: existuje mnozina Xy C X’
takova, ze n — 1 | s(X2). Jelikoz 21 € X; a x1 ¢ Xy, méme uz vy-
brany dvé rtzné podmnoziny mnoziny X pozadované vlastnosti.
Treti podmnozinu X3 C X splitujici n — 1 | s (X3) nyni najdeme
takto: v pfipadé X; N Xy = () zvolime X3 = X; U Xg; v opacném
pripadé, kdy X; N Xy # (), zvolime 25 € X1 N Xy a jesté potiet
uplatnime stejny poznatek — tentokrat na (n — 1)-prvkovou mno-
zinu X" = X\ {72} — a najdeme tak hledané X3 C X".

Odpovéd. Hledané nejvétsi d je rovno n — 1.

Pozndmka. Pro hodnotu d = n — 1 se miize stat, ze pozadova-
nou vlastnost budou mit prévé tfi (rzné) podmnoziny n-prvkové
mnoziny X. Nastane to, kdyz ¢isla z n-prvkové mnoziny X budou
pri déleni ¢éislem n — 1 davat zbytky 1,1,1,...,1,0. Jedna vyho-
vujici mnozina bude mit jeden prvek, druhd n — 1 prvkid a treti
(vSech) n prvki.

Tvrzeni tGlohy mé zajimavé zobecnéni: v piipadé 1 < d < n
lze z kazdé n-prvkové mnoziny celych &isel vybrat 2741 — 1
ruznych neprazdnych podmnozin se souc¢ty prvka délitelnymi Cis-
lem d. Dikaz pro jeho naro¢nost zde uvadét nebudeme, naznacime
jen, Ze je mozné vyuzit indukci podle n k odhadtim poctd uva-
zovanych podmnozin se souc¢ty majicimi pii déleni ¢islem d jeden
a tyz zbytek z. (Pokud se omezime pouze na hodnotu z = 0 jako
v uvedeném zobecnéni, indukce se zd4 neprichozi.)
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Vysledkova listina celostatniho kola 64. ro¢niku MO

Vitézove:

(S8 =W N

0 3 O

. Radovan Svarc
. Pavel Turek

. Tomas Fiala

. Vojtéch Dvorak

. Vaclav Rozhon

. Jan Soukup

. Maté&j Konecny
. Marian Poljak
. Filip Bialas

10.
11.
12.

Jan Jurka
Viktor Némecek
Karolina Kuchynova

vy v

Dalsi uspésni resitelé:

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

Petr Vincena

Jan Sorm
Vojtéch Suchanek
Lucien Sima
Daniel Pistak
Vojtéch Lukes
Dominik Beck
Martin Zahradnicek
Martin Surma
Jan Petr

Ester Sgallova

kategorie A

8/8 G Ceskéa Ttebova

6/8 G Olomouc-Hejéin

8/8 G Lede¢ nad Sazavou

8/8 G Jifiho Gutha-Jarkovského,
Praha 1

8/8 G Jana Valeridna Jirsika,
Ceské Budéjovice

8/8 G Jar. Vrchlického, Klatovy

8/8 G Jirovcova, Ceské Budg&jovice

7/8 G Jakuba Skody, Pierov

6/8 G Opatov, Praha 4

4/4 G Matyase Lercha, Brno

8/8 G Jihlava

4/4 G Matyése Lercha, Brno

8/8 G Jakuba Skody, Pterov
7/8 G tf. Kpt. JaroSe, Brno

8/8 G ti. Kpt. Jarose, Brno

7/8 PORG, Praha 8

7/8 G Christ. Dopplera, Praha 5
7/8 G Ludka Pika, Plzer

4/4 G Ivana Olbrachta, Semily
8/8 Gymnasium Slapanice

8/8 G Jifiho Wolkera, Prostéjov
6/8 G Jana Keplera, Praha 6
7/8 G Christ. Dopplera, Praha 5

42
42
39
35

34

32
30
29
26
20
20
20

18
17
17
17
17
16
14
14
13
12
12
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2015-2016
Kategorie A

A-I-1. V kazdé ze ¢tyf mistnosti je nékolik pfedmétt. Necht n > 2
je prirozené ¢islo. Jednu n-tinu predméti z prvni mistnosti prene-
seme do mistnosti druhé. Nésledné jednu n-tinu (z nového poétu)
predméti preneseme z druhé mistnosti do tieti. Podobné pak ze
tfeti mistnosti do ¢tvrté a ze étvrté do prvni. (Vzdy pfitom pie-
nasime celé pfedméty.) Vite-li, Ze na konci byl v kazdé mistnosti
stejny pocet predméti, urcete, kolik nejméné predméttt mohlo byt
na zac¢atku ve druhé mistnosti. Pro ktera n se tak muze stat?
(Vojtech Balint, Michal Rolinek)

A-I-2. Naleznéte nejmensi realné ¢islo m, pro néz lze najit redlna
¢isla a, b tak, aby nerovnost

|22 + ax + b <m

platila pro kazdé = € (0,2). (Leo Bocek)

A-I-3. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB a delsi
odvésnou BC. Nechf D je pata vysky z vrcholu C. Kruznice k
se stfedem D a polomérem CD protind odvésnu BC' v bodé @
a déle pifimku AB v bodech FE a F (E # F), kde F je bodem pfe-
pony AB. Usecka QE protina odvésnu AC v bodé P. Dokazte, Ze
|PE| = |QF|. (Jaroslav Svréek)

A-TI-4. Nela s Janou zvoli pfirozené ¢islo k a néasledné hraji hru
s tabulkou o rozmérech 9 x 9. Zacinajici Nela pokazdé svym ta-
hem vybere jedno prazdné policko a vepiSe do néj nulu. Zato Jana
ve svém tahu do néjakého prazdného policka napise jednicku. Na-
vic po kazdém tahu Nely nésleduje k tahti Jany. Pokud se kdy-
koli béhem hry stane, Ze soucet ¢isel v kazdém tadku i v kazdém
sloupci je lichy, vitézi Jana. Pokud divky vyplni celou tabulku,
aniz by se tak stalo, vitézi Nela. Naleznéte nejmensi hodnotu k,
pro niz mé Jana vitéznou strategii. (Michal Rolinek)
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A-I-5. Je dan trojuhelnik ABC' s nejkratsi stranou BC. Na stra-
nach AB, AC a na polopfimkach opaénych k polopfimkam BC,
CB zvolme postupné body X, Y, K, L tak, aby platilo |BX| =
= |BK| = |BC| = |CY]| = |CL|. Pfimky KX a LY se protinaji

Vv

dem kruznice vepsané trojuhelniku ABC. (Tomas Jurik)
A-I-6. Na tabuli je napsan soucin

1-2-3-...-n.
Pro kterd pfirozené ¢isla n > 2 je mozno za nékteré z cCiniteld
dopsat vykficnik, a nahradit je tak jejich faktorialy, aby vysledny

soucin byl roven druhé mocniné pfirozeného ¢isla?

(Michal Rolinek)

Kategorie B

B-I-1. Pro pfirozend disla k, [, m plati

Im+1 404

k+m+klm 2051

Urcete v8echny mozné hodnoty soudinu kim. (Ales Kobza)

B-I-2. Do ¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme vepsali pfirozena ¢isla
1,2,...,121 postupné po fadcich zleva doprava a shora dold.
Ctvercovou destickou 4 x 4 jsme vSemi moznymi zptsoby zakryli
pravé 16 policek. Kolikrat byl soucet zakrytych 16 cisel druhou
mocninou celého ¢isla? (Vojtech Balint, Tomés Jurik)

B-I-3. V pravouhlém trojahelniku ABC' s pfeponou AB a od-
vésnami délek |[AC| = 4cm a |BC| = 3cm lezi navzajem se do-
tykajici kruzmice kq(S1;71) a ka(Se; o) tak, ze k; se dotyka stran
AB a AC, zatimco ko se dotykd stran AB a BC'. Urcete nejmensi
a nejvétsi moznou hodnotu polomeéru ;. (Pavel Novotny)
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B-I-4. Pocet vSech sudych déliteld nékterého prirozeného ¢isla je
0 3 vétsi nez pocet viech jeho lichych délitelti. Jaky je podil souétu
vSech jeho sudych déliteld a souctu vsech jeho lichych déliteld?
Najdéte vSechny mozné odpovédi. (Erika Novotnd)

B-I-5. Vrcholy konvexniho Sestithelniku ABC'DEF lezi na kruz-
nici, pii¢emz |AB| = |CD|. Use¢ky AE a C'F se protinaji v bodé G
a useCky BE a DF se protinaji v bodé H. Dokazte, ze usecky GH
AD a BC jsou navzajem rovnobé&zné. (Sarka Gergelitsova)

B-I-6. Kladna realna ¢isla a, b, ¢ jsou takova, ze hodnoty
2a? 202 2c?

T hte x5_c+a’ 6= 0T

r1=a, xo =0, x3=12c, X4

jsou navzajem ruzné. Zapisme je od nejmensi po nejveétsi:
Tiy < Tjy, < Tjy < Tijy < Tig < Tig-

Zjistéte, kolik rtiznych potradi (i, 42, . ..,4) indextt 1 az 6 miZzeme
dostat, kdyz budeme rtzné volit ¢isla a, b, c. (Jaromir Simsa)

Kategorie C

C-I-1. Najdéte vSechny mozné hodnoty soucinu prvodisel p, g, T,
pro ktera plati
> — (q+1)* =637.

(Vojtech Balint, Jaromir Simsa)
C-I-2. Urcete, kolika zpisoby lze k jednotlivym vrcholtiim krychle
ABCDEFGH vptipsat ¢isla 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 tak, aby soudin
¢isel ptripsanych libovolnym tfem vrcholim kazdé ze stén krychle
byl sudy. (Jaroslav Svréek)
C-I-3. Uvazujme vyraz

22% + % — 2wy + 2 + 4.
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a) Najdéte vSechna redlna ¢isla x a y, pro néz dany vyraz na-
byva své nejmensi hodnoty.

b) Urlete vSechny dvojice celych nezaporngch éisel = a y, pro
které je hodnota daného vyrazu rovna cislu 16.

(Ales Kobza)

C-I-4. Uvnitf stran AB, AC daného trojuhelniku ABC' jsou zvo-
leny po fadé body E, F, pticemz EF || BC. Usecka EF je pak
rozdélena bodem D tak, Ze plati

p=|ED|:|DF| = |BE| : |EA|.

a) Ukazte, Ze pomér obsaht trojihelnikai ABC a ABD je pro
p =2: 3 stejny jako prop =3:2.

b) Zdivodnéte, pro¢ pomér obsahi trojuhelniki ABC a ABD
ma hodnotu nejméné 4. (Vojtéch Zadnik)

C-I-5. Mame karticky s ¢isly 5,6,7,...,55 (na kazdé karticce je
jedno ¢islo). Kolik nejvyse karti¢ek mtuzeme vybrat tak, aby sou-
Cet Cisel na zadnych dvou vybranych kartickach nebyl palindrom?
(Palindrom je ¢islo, které je stejné pfi ¢teni zleva doprava i zprava
doleva.) (Tomas Jurik)

C-I-6. Je déna kruznice ki(A;4cm), jeji bod B a kruznice
k2(B;2cm). Bod C je stiedem tisecky AB a bod K je stiedem
usecky AC'. Vypoctéte obsah pravotthlého trojuhelniku K LM, je-
hoz vrchol L je jeden z pruseciku kruznic kq, ko a jehoz pfepona
K M lezi na ptimce AB. (Sarka Gergelitsova)



