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POCETNI ALGORITMY III - SLOZITOST

ANTONIN JANCARIK3

V pfedchozim ¢lanku o pocetnich algoritmech jsem pfedstavil né-
kolik algoritmii vénovanych nasobeni. V pfipadé, Ze mame k dispo-
zici nékolik riaznych algoritmii, naskyta se pomérné logicka otazka,
ktery z nich je nejlepsi.

Lze algoritmy viibec né€jak porovnavat a hodnotit? M4 takové
srovnani smysl? Mohou byt nékteré algoritmy efektivnéjsi nez
jiné? Otézkami, jak je algoritmus efektivni, jak rychle pracuje,
kolik spotfebuje mista, ¢i jak efektivnost algoritmi porovnavat,
se zabyva teorie sloZitosti. Teorie sloZitosti je samostatny obor
na pomezi mezi matematikou a teoretickou informatikou. Jednou
z otazek, kterou se zabyvé, je i jeden z nejznameéjsich nevytese-
nych problémui souCasnosti — zda existuje uloha, kterd se neda
resit v ,rozumném* case, ale jejiz feSeni se d4 v ,rozumném* case
ovérit (tzv. P/NP problém). Cilem tohoto ¢lanku je demonstro-
vat nékteré zakladni myslenky teorie slozitosti na jednoduchych
prikladech a praktickych ukéazkach srozumitelnych i zakim za-
kladnich a stfednich skol.

Casova naroc¢nost — Hornerovo schéma

Dilezitou otézkou, kterou je vhodné u kazdého algoritmu zod-
povédét, je, jaky pocet krokt je nutny dle algoritmu provést pro
feSeni ulohy. Jako pfiklad uvedme vypocet hodnoty polynomické
funkce v bodé. Napf. chceme zjistit hodnotu polynomu 523 — 622 +
+4x —5 v bodé 3. Pokud tuto tlchu fesime béZnym dosazovanim,
tak potifebujeme dvé nasobeni na vypocet tfeti mocniny cisla 3,
dale pak tii nasobeni na vypocitani jednotlivych s&itancii (5 - 33,
6- 3%, 4-3) a tii soudty (resp. rozdily) na secteni vSech ¢lent vy-
razu dohromady. Pro vypocet funkéni hodnoty polynomu stupné

3Ptispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
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tii tedy potfebujeme pouzit pétkrat operaci nasobeni a trikrat
operaci s¢itani. (Jiz zde postupujeme pomérné efektivné, kdyz po-
Citame tfeti mocninu cisla tfi, jiz si pamatujeme, i hodnotu druhé
mocniny, kterou jsme vypocitali v pribéhu vypoctu.)

Tento vysledek je mozné zobecnit pro vypocet funkéni hod-
noty v bodé polynomu stupné n. Je pomérné ziejmé, ze budeme
potiebovat n — 1 nasobeni pro vypocet vSech mocnin az do stupné
n zadaného cisla. Potom n nasobeni na vynasobeni vybrané moc-
niny prislusnym koeficientem a nakonec n s¢itani na secteni vSech
¢lent polynomu dohromady.

Nyni je dobré polozit si otazku, zda nemtzeme pocitat efek-
tivnéji, tedy s vyuzitim mensiho poc¢tu pocetnich operaci. Urcité
muzeme v pfipadé nékterych specialnich polynomt pouzit mensi
pocet operaci. Typickym ptikladem jsou polynomy s velkym po-
¢tem nulovych (¢i jednotkovych) koeficienti (napf. pro vypocet
funkéni hodnoty polynomu z* — 5 si vystac¢ime s dvéma opera-
cemi nasobeni a jednim s¢itanim), nebo u polynomt, v nichZ se
koeficienty shoduji s bodem, ve kterém pocitame funkéni hodnotu
(napf. pro vypocet funkéni hodnoty polynomu z3 —3-z2+3-2+1
v bodé 3 nam staci pouzit pouze dvé nasobeni a tii s¢itani, pokud
si navic uvédomime, ze 2 — 3 - 22je v bodé t¥i nula bez vypoétu,
staci nam jedno nasobeni a jedno séitani).

Tyto trikové pripady predstavuji pouze vyjimky z obecného
pravidla. Zkusme se zabyvat otazkou, zda neni mozné hodnotu
polynomu spocitat rychleji, tedy s pouzitim mensiho poctu ope-
raci, i v pfipadé&, kdy pracujeme s obecnym polynomem. Odpoveéd
na tuto otazku je kladna, existuje zpisob, jak hodnotu obecného
polynomu spocitat rychleji, nazyva se Hornerovo schéma.

Myslenka vypoctu podle Hornerova schématu je velice jedno-
ducha a budeme si ji demonstrovat na polynomu 523 — 622 +4x—5,
ktery jiz zname z predchoziho vypoctu. Tento polynom miizeme
vhodnym pfezdvorkovanim upravit do tvaru ((5-z —6) - x +4) —
—5. Je naprosto ziejmé, Ze pro vypocet hodnoty polynomu (pokud
je zapsan v tomto tvaru), staci pouzit pouze tfikrat operaci na-
sobeni a tfikrat operaci déleni. Vypocet se obvykle zapisuje do
nasledujici tabulky:
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d -6 4 -9
v bodé 3 9-3=195 9.3=27 31-3 =093
0| 16-6=9|27+4=31|93—-5=288

Hodnota polynomu 5x2 — 622 + 4z — 5 v bodé t¥i je tedy osmdesat
osm.

V pripadé obecného polynomu stupné bychom potirebovali n-
krat operaci nasobeni a n operaci s¢itani, coz je lepsi vysledek,
nez ktery dostavame v pripadé obvyklého dosazovani. Hornerovo
schéma je tedy efektivnéjsi nez bézny postup, ktery pri vypocet
hodnoty polynomické funkce pouzivame. Hornerovo schéma za-
psané ve tvaru tabulky je navic prehlednéjsi, obvykle se v ném
v porovnani s dosazovanim vyskytuji mensi ¢isla a dosazeny vy-
sledek méa i dalsi vyuZiti, nebof Hornerovo schéma lze zaroven i
vyuzit pro déleni polynomu linedrnim ¢lenem.

Umocnovani

V pfipadé vypodtu v pfedchozim piikladu jsme v jednom pripadé
pro vypocet funkéni hodnoty v bodé€ polynomu stupné n potfe-
bovali 2n — 1 nésobeni a ve druhém pfipadé pouze n néasobeni.
V postupech byl tedy rozdil, ale nebyl nijak drasticky, nebot obé
zéavislosti jsou linearni. Nyni se podivejme na dalsi ptiklad, na
kterém budeme demonstrovat, Ze rozdil v po¢tu operaci miize byt
v nékterych pfipadech mnohem vétsi.

Priklad. Spoditejte 21°.

Nejjednodussi zptisob, jak tuto ulohu vytesit, je poclitat presné
podle definice a &islo 2 devétkrat vynasobit samo se sebou 2 -2 -
+2.2.2.2.2.2.2-.2. V tomto pfipadé potfebujeme devét operaci
nasobeni. Pokud pouZivame tento postup, tak pro vypocet n-té
mocniny potfebujeme n — 1 operaci nasobeni.

Aktivita pro zaky
Muzete pozadat zéky, aby se pokusili najit zptisob, ktery bude
rychlejsi neZ standardni (vySe uvedeny) postup na pro vypocet
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n-té mocniny, a nechat je soutézit, kdo dokaze vypocitat zadanou
mocninu s pouzitim mensiho poc¢tu nasobeni.

Jednim z nejrychlejsi feSeni je nasledujici postup (zkuste jej
srovnat s egyptskym algoritmem nésobeni z pfedchazejiciho dilu).
Nejprve spocitame druhou mocninu (2 - 2 = 4), tu vynasobime
samu se sebou a dostaneme ¢étvrtou mocninu 4 - 4 = 16 a tu
opét vynasobime samu se sebou a dostaneme osmou mocninu
(16 - 16 = 256 — tento vypocet je moZné provést na prstech, viz
predchozi dil seridlu). Na zavér vyndsobime mezi sebou osmou
a druhou mocninu ¢isla 2 a dostaneme desatou mocninu, tedy
pozadovany vysledek (256 -4 = 1024). V celém vypoctu jsme po-
uzili pouze Ctytikrat operaci nasobeni. Zkusme se nyni zamyslet
a odhadnou, kolik operaci budeme potfebovat pro vypocet n-té
mocniny zadaného Cisla. Pocet operaci, které budeme potiebovat,
velice tzce souvisi s tim, jak vypada zapis ¢isla n ve dvojkové
soustavé.

Uplné nejhorsi situace miiZze nastat v pripadé, kdy se &islo n
ve dvojkové soustavé skladéd ze samych jednicek. Naopak nejlepsi
je pripad, kdy zapis ¢isla n ve dvojkové soustaveé obsahuje pouze
jednu jednicku a samé nuly. Napriklad pokud potfebujeme spoci-
tat 21924 miZzeme néasobit pouze desetkrat. Tedy i pro vypocet
tak obrovského éisla, jakym 21924 bezesporu je, ndm staci pouze
maly pocet operaci.

Nyni se ale vratme k nejhor§imu moznému piipadu. Pokud se
¢islo n ve dvojkové soustaveé sklada ze samych jednicek a jejich po-
cet je k, budeme, dle naseho algoritmu, potiebovat £ — 1 nasobeni
pro vypocet vSéch potiebnych pomocnych mocnin a £ —1 nasobeni
pro jejich vzajemné vynasobeni. Celkem se tedy pocet nasobeni
pohybuje mezi k — 1 v nejlepsim ptipadé a 2- (k — 1) v nejhorsim
pripadé. Pro zapsani vysledku by bylo vhodné nalézt funkci, ktera
pro zadané Cislo vraci pocet cifer pfi zapisu ¢isla ve dvojkové sou-
stavé. Takovou funkci je logaritmus pfi zédkladu dva (definovany
vztahem n = 2/°92™) resp. jeho dolni celd ¢ast. Miizeme tedy Fici,
ze pro vypocet n-té mocniny zadaného ¢isla potfebujeme nejvyse
2 - log, n operaci. Néasledujici graf ukazuje srovnani obou funkei.
Z grafu je ziejmé, ze zvlasté pro vétsi je rozdil v porovnani obou
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algoritmi velmi vyrazny.

Cena operaci — Nasobeni zdvojovanim

Pti odhadovéani ¢asové narocnosti algoritmu musime nékdy vzit
v uvahu i rozdilnou c¢asovou narocnost jednotlivych kroku. Je
ziejmé, Ze vynasobit dvé stomistna ¢isla bude ziejmé slozitéjsi (a
¢asové narocnéjsi) nez je pouze secist. Proto napiiklad algoritmus,
ktery potfebuje pro vypocet n nasobeni, bude urcité slozitéjsi nez
algoritmus, ktery potifebuje pouze n s¢itani. K priblizeni této sku-
tecnosti détem lze pouzit nasledujici aktivitu, ktera volné navazuje
na algoritmy néasobeni popsané v predchozim dile.

Aktivita pro zaky

Vypocitejte, kolik je 17 krat 23 pouze pomoci zdvojnasobovani
libovolného ¢isla, pfi¢itani ¢isla 23 a s¢itani dvou libovolnych ¢isel
dohromady. Kazda z uvedenych operaci mé riiznou cenu a vasim
ukolem je provést vypocet co nejlevnéji. Zdvojnasobovani libovol-
ného Cisla stoji jeden zlaty, pficteni c¢isla 23 k libovolnému cislu
stoji dva zlaté a secteni dvou libovolnych ¢isel stoji tii zlaté. Za-
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dand cisla i cenu jednotlivych operaci miizete libovolné ménit.
V uvedeném ptipadu by nejnizsi cena méla byt do 6 zlatych.

Faktorizace

U nékterych tuloh se setkame i s algoritmy, které jsou tak po-
malé, Ze pro praktické pouziti jsou naprosto nepouzitelné. Jednou
z praktickych ukazek takového algoritmu je algoritmus na roz-
klad ¢isla na prvocisla, ktery pouzivaji zaci na zakladnich skolach.
Zatimco vynasobit dvé cela cisla je tiloha velice jednoduché, tak
uloha zjistit k zadanému ¢islu, zda lze napsat jako soucin dvou ce-
Iych ¢isel a tato ¢isla nalézt, je velice obtizné. Na obtiznosti hrani-
Cici s nefesitelnosti této tlohy je zalozeno zabezpecovani informaci
na internetu. RSA algoritmus, ktery je pouzivan k Sifrovani dat
na internetu (napf. bankovnich transakci), stoji a pada na tom,
Zze neumime zpétné najit, sou¢inem jakych dvou velkych prvoci-
sel zadané ¢islo vzniklo. Proces hledani dvou soucinitelt (faktort),
z nichz vzeslo zadané ¢islo, se nazyva faktorizace. S otazkou fakto-
rizace souvisi také rozklad ¢isel na prvocisla a ovéreni, zda zadané
¢islo je prvocislo.

Zaci na zakladni $kole se uéi faktorizovat pomoci zkouseni
v8ech prvocisel mensich nez zadané ¢islo (resp. jeho odmocnina).
Zkusme si na praktické ukazce ukazat, jak je uvedeny algoritmus
neefektivni.

Predpokladejme, Ze chceme rozlomit Sifru zalozenou na algo-
ritmu RSA s délkou kli¢e 512 biti. Mame tedy najit dva prvoci-
selné délitele ¢isla, které ma v binarnim zéapise 512 cifer. Staci tedy
provérit vSechna prvocisla od 2 do odmocniny ze zadaného cisla,
celkem asi 1070 prvocisel. Pfedpokladejme, Ze uspéjeme asi v de-
setiné vsech &isel, tedy pro provéieni 10%°. Do vypoctu zapojime
vSechny lidi na Zemi a kazdy ¢lovék bude mit k dispozici 1 000 po-
¢itaci. Celkem na vypoctu bude pracovat asi 5000000 000 000 po-
¢ita¢t. Nyni predpokladejme, Ze vSechny pocitace budou super
vykonné s procesorem o frekvenci 200 THz (to znamena, Ze za
sekundu zvladnou provést 200 000 000 000 000 operaci). Navic pred-
pokladejme, Ze kazdy z pocitaci dokaze jedinou operaci ovérit
jedno prvocislo. Za téchto pfedpokladii budete potfebovat pro
dokonceni vypoctu asi 31623153207 852661 404 573 973 miliard
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let. Vzhledem k tomu, Ze tato doba mnohonasobné presahu stari
vesmiru, je velice pravdépodobné, ze se konce vypoc¢tu nedockate.

Presto jiz sifrovaci kli¢ o délce 512 bitl neni povaZovéan za
bezpecny a v praxi doSlo k jeho prolomeni. Pro faktorizaci tak
velkého €isla bylo pouzito velice sofistikovanych algoritmii, které
hledaji ¢isla = a y takova, Ze zbytek po déleni 22 a y? faktorizo-
vanym &islem je stejny. Tudiz zbytek z2 — y? je po déleni nulovy
a miiZeme pouZit vzorec 2 —y% = (z —y) - (z +y), kde &isla x — y
a T + y maji s velkou pravdépodobnosti s faktorizovanym ¢islem
netrivialni nejvétsi spolecny délitel. Tento nejvétsi spolecny délitel
je hledanym faktorem Sifrovaciho klice.

Prakticka aplikace — Eukleidiv algoritmus

Posledni algoritmus predstavovany v tomto ¢lanku je Eukleidtav
algoritmus, ktery je datovan do dob starého Recka (Eukleides (asi
325-265 pr.n.l)). Pomoci Eukleidova algoritmu je mozné vypocitat
velice rychle nejvétsi spoleény délitel dvou ¢isel bez toho, abychom
znali jejich rozklad na prvocisla.

Postup je velice jednoduchy, vezmeme obé ¢isla a vétsi z nich
nahradime zbytkem po déleni vétsiho ¢éisla mensim (popfipadé
rozdilem vétsiho a mensiho ¢isla). Cely postup opakujeme, dokud
jedno z ¢&isel neni nula. Potom druhé z cisel je hledany nejvétsi
spoleény délitel zadanych cisel.

Priklad
Naleznéte nejvétsi spolecny délitel ¢isel 3565 a 5 704.
3565 | 5704
3565 | 2139
1426 | 2139
1426 713
0 713

Uvedeny vypocet ukazuje, Ze nejvétsim spole¢nym délitelem ¢i-
sel 3565 a 5704 je ¢islo 713. Efektivita uvedeného algoritmu jej
dovoluje uzivat i pro velmi vysoka ¢isla.
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Zavér

V matematice se setkavame s velkym mnozstvi nejriznéjsich al-
goritmii. Nékteré z nich jsou pomérné nové, jiné jiz jsou zndmé po
celd staleti az tisicileti. U kazdého algoritmu je rozumné se ptat
nejen zda je algoritmus spravny, to znamena jednoznacné zadany
se spravnym vysledkem, ale i jak je efektivni. Védomi, Ze rtizné po-
stupy jsou rtizné efektivni, Ze nékteré vypocty jsou natolik slozité,
ze je nezvladnou ani nejmodernéjsi pocitace ¢i predstava o tom,
jak efektivitu algoritmii porovnavat, by mély patfit mezi véci, se
kterymi se zZaci seznamuji jiz na zédkladni a stiedni §kole. Vzhledem
k velice omezenému poctu hodin, které jsou vénovany informacni
vychové a jejimu vSeobecnému zaméreni na zvladnuti informacni
gramotnosti, patii tyto otazky pfedev§im do hodin matematiky.
Vhodnym doplitkem ucdiva matematiky je i seznameni zakl s né-
kterymi starymi, presto velmi efektivnimi algoritmy, jako je na-
priklad v tomto ¢lanku uvadény Eukleidiv algoritmu a Hornerovo
schéma.
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