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PROJEKT ,SROVNAVACI GEOMETRIE¢
(ROVINA — SFERA — HEMISFERA) (2)

ISTVAN LENART

Dokoncent z minulého c¢isla

Soucet uhla v trojuhelniku
Budeme se zabyvat pouze rovnostrannymi trojihelniky.
V roviné je vnitini thel rovnostranného trojuhelniku vzdycky

60°, at je trojuhelnik maly nebo velky. Soudet thld v trojihelniku
je tedy 180°.

Na kouli se uhly zvétsuji, jak se
zvétSuji trojuhelniky (viz obr. 14).
Malé trojihelniky se podobaji ro-
vinnym trojuhelnikim, takze jejich
uhly maji blizko k 60°. Velké troj-
uhelniky se spise podobaji hlavnim
kruznicim, takze jejich uhly jsou
blize ke 180°. Soucet uhli v trojua-
helniku se tak pohybuje od 3-60° =
= 180° do 3 - 180° = 540°. Ani

Obr. 14

jednu z krajnich hodnot, 180° a 540°, dosahnout nemiize. ,,Rov-
nostrannym trojihelnikem“, jehoz soucet uhlu je 540°, by byla
polosféra. Hranici takového ,trojuhelnika“ by byla jedna hlavni
kruZnice a jeho vrcholy by byly tfi rovnomérné rozlozené body na
této kruznici.

Na polokouli se thly zmensuji, jak se trojihelniky zvétsuji (viz
obr. 15). Malé trojihelniky se spiSe podobaji rovinnym trojihel-
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niktim, takZe jejich ahly jsou
blize k 60°. Velké trojuahel-
niky jsou stale ,Spicatéjsi“,
takzZe jejich uhly se blizi k 0°.
Souéet uhll v trojihelniki se
tedy pohybuje od 3 - 60° =
= 180° do 3 - 0° = 0°. Ani
jednu z krajnich hodnot do-
sahnout nemize.

Obr. 15

KruzZnice a cykly

KruZnice se v roviné i na kouli konstruuji jednoduse, ale umime
kreslit kruZnice i na polokouli? Je obtiZné&j$i znazornit zde oblouky
stejné velikosti, takZe nemiZeme nakreslit body, které maji od
stfedu stejnou vzdalenost. Zkusime to tedy jinak. Vezméme svazek
pfimek a nakresleme spojitou kfivku, kterd je kolma ke kazdé
primce svazku. Takto ziskdme v roviné a na kouli kruZnice, jejichz
stied lezi ve spole¢ném pruseciku svazku.

A na polokouli? Obr. 16
ukazuje, Ze timto zplsobem
dostaneme  kruZnice, ale
jejich stfed néjak unikl ze
svého ,obvyklého“ mista.
Jesté lépe je to vidét na obr.
17. Spoleény stied kruZnic
lezi na rovniku, ale body
na rovniku nepatii do nasi
geometrie.

Obr. 16
To znamena, Ze jediny moZny kandidat na stfed téchto kruZnic
neni zahrnut v modelu. NemtiZzeme se vyhnout zavéru, Ze tyto
kruznice nemaji v nasi geometrii Zadny stfed! Kruznice, které se
dotykaji rovniku, se nazyvaji paracykly.

Tteti typ svazku na obr. 18 pfinasi pouze oblouky kruznic se
dvéma konci na rovniku. Tyto oblouky se nazyvaji hypercykly.
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Obr.18

Mozaiky a dlaZdice

Nyni budeme pokryvat povrch shodnymi mnohothelniky, které
se navzajem nepfekryvaji a mezi nimiZ nezistava mezera.

Na obr. 19 je pfiklad dlaZdéni rovinnymi trojihelniky s ahly
90°, 60° a 30°. Na obr. 20 je dlaZdéni na sféfe trojihelniky s uhly
90°, 60° a 36° a na obr. 21 je dldZdéni na polokouli trojuhelniky
s uhly 90°, 45° a 30°.

V roviné a na kouli se shodné trojihelniky zdaji byt shodné. Na
polokouli se zd4, Ze se strany smérem k rovniku zmensuji, protozZe
se jednotkové vzdalenosti zdaji byt kratsi a kratsi. Shodné uhly se
viak zdaji byt shodné. Strany mohou oklamat nas zrak, ale uhly
vzdycky fikaji pravdu!
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Obr. 22

Kterou geometrii pouzit?

Kterou geometrii by méla nepatrna bytost, jakou je ¢lovék
v porovnani se Zemi, pouzit k popisu svéta, v némz zije? Oznacte
si na povrchu koule tfi body (viz obr. 22), spojte je pfimkami,
o nichZ si myslite, Ze jde o nejjednodussi primky, zméite Ghly a
seCtéte je. Pokud je soucet 180°, pak mizZeme pouzit eukleidov-
skou geometrii. Pokud je to vice, pak lze pouzit sférickou geo-
metrii. A pokud je soufet méné nez 180°, pak je nejlépe pouzit
hyperbolickou geometrii polokoule.

3. Historie projektu a dosaZené vysledky

Matematickymi a didaktickymi souvislostmi projektu se zaby-
vam od roku 1996. Konkrétni vyukové experimenty probihaji od
roku 1982. Prvni varianta sférické rysovaci soupravy spatfila svétlo
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svéta v Madarsku roku 1986. Vyrazné zdokonalenou soupravu vy-
dalo pod nadzvem Lénart Sphere kalifornské nakladatelstvi Key
Curriculum Press v roce 1996, téhoz roku vysla také anglicky
psand ucebnice. Tato nova souprava je na trhu v Madarsku od
roku 1998; udebnice v madarsting vysla o rok pozdéji.

Materidl slouzil po léta podnikavym uéitelim a studentiim
jako uréita lahtidka, zajimavost. Dodnes se nestal povinnou uéebni
latkou. O to jsem ani neusiloval, protoze jsem pfesvédcen, Ze ta-
kovy vyukovy program muze pfinést pozitivni vysledky pouze za
predpokladu houZevnaté prace, pfi dobrovolném presvédéeni zakt
i u€iteld o spravnosti takové volby. Vnucenou, jen s polovi¢ni chuti
pfijimanou povinnost pokladdm nejen za zbytec¢nou, ale za vyslo-
vené Skodlivou z hlediska projektu i jeho ucastnikii.

Z toho vseho plyne, Ze dosud nemam k dispozici statisticky
presvédcivé udaje. NiZe uvedeny popis ucastnikti projektu tedy
nema kvantitativni, nybrz kvalitativni charakter.

Pedagogicti badatelé, pedagogové: Od konce 70. let minulého
stoleti, kdy se mnou Ferenc Karteszi poprvé hovoril o matematic-
kych a didaktickych mozZnostech projektu, se mnozi odbornici na
vyucovaci techniky vyjadfovali o tomto tématu prizniveé, ¢asto do-
konce s nadSenim. V mnoha zemich svéta zndm ucitele a badatele
v oblasti pedagogiky, ktefi se jiz pokusili projekt zavést.

Pedagogicti adepti — matematici: V ramci ,,Skupiny pro od-
bornou metodologii v matematice* pfi Univerzité Loranda E6tviose
vedu od roku 1990 dva jednosemestralni specializované seminare
pro dobrovolné zdjemce z fad studentt tfetich, ¢tvrtych a patych
ro¢niki. Pocet mych posluchaci vzrostl za uplynula léta z pivod-
nich pé&ti nebo Sesti na tficet az Ctyficet. Jsou to mladi lidé, kteri
velmi pozitivné pfijimaji téma, jeZ se z roku na rok utvari a méni.
Mam k dispozici pfiznivé ustni i pisemné ohlasy, tématikou se
zabyvalo jiZ nékolik poslucha¢ii v semindrnich pracich.

Nemalo mych poslucha¢l se mi svéfilo s tim, Ze jejich v pod-
staté formalni neeukleidovské znalosti se aZ nyni pretvofily na
operativni védomosti zptsobilé k dalsimu rozvijeni. Moji poslu-
chadi nepovaZovali za détinskou nebo nedistojnou manipulaéni
aktivitu. Pravé naopak, po prvnich hodinich doslova vyzZadovali
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alesporii néjakou formu experimentu na kouli. Tato experimentalni
¢innost mimofadné stimuluje samostatné mysleni a jednani. Mezi
nejkrasnéj$i okamziky mé pedagogické prace patii ty chvile, kdy
se stavam figurou v pozadi a jen pozoruji své studenty, jak spo-
le¢né pracuji, diskutuji a s vervou argumentuji. Posluchadi obori
matematika — fyzika, respektive matematika — zemépis Casto po-
ukazuji na dobrou vyuZitelnost zde osvojenych znalosti a zptisobu
nazirani ve svém druhém oboru.

Pedagogicti adepti — nematematici: Od roku 1998 predna-
Sime spolu s kolegyni zminény projekt v modifikované podobé
v ramci dvousemestralniho cyklu studentiim Pedagogické fakulty
Univerzity Loranda E6tvose. Ani obsahové, ani svymi cili se tento
kurz nepirekryva se specializovanymi seminafi pro budouci ucitele
matematiky. Matematickd priprava a znalosti posluchaci, ktefi
jej navstévuji, jsou nizsi a také jejich vztah k matematice a je-
jich zkuSenosti s timto pfedmétem jsou Casto zatiZeny konflikty
a domnélymi nebo skute¢nymi kiivdami z minulosti, nedostatkem
sebedlivéry. Mnohdy citim, Ze se ke svym studentiim musime do-
stavat pfes vysokou zed nedivéry, ba dokonce nesympatii.

V popfedi naSich cilli tedy stoji ukol privést posluchace k tomu,
aby si mohli pfedmét zamilovat, pfedstavit jim védu, ktera je v ne-
ustalém pohybu, zvysit uroven jejich znalosti z planimetrie a zd-
raznit hravé prvky manipulaénich aktivit.

Skupina 12-18letych: Na této tirovni je projekt vyuzitelny ve
dvoji podobé. MizZe se uskuteénit v pomérné kratké formé cétyt
aZ Sesti lekci jako ,,Uvod do sférické geometrie“, pfi némz jsou
vedle oficidlni uéebni latky pfedvedeny zajimavé podrobnosti jako
uréitd matematickd kuriozita. Druhym, mnohem vyznamnéjsim
zpusobem je zabudovani neeukleidovské geometrie do eukleidov-
ské jako jeji soudast, kdy dochazi k pribézné konfrontaci pojmu
a kdy se otdzky typu: ,A jak to vypada na kouli (respektive poz-
déji na polokouli)?“ stavaji naprostou samoziejmosti. Obé me-
tody byly v uplynulych letech hojné vyuzivany. Ve valné vétsiné
pripadi zaznély jak ze strany studenti, tak ze strany vyucujicich
velmi kladné nazory a soudy. V zdjmu objektivity je ovSem tieba
pfiznat, Ze mira zdpalu i Grovenl matematickych i pedagogickych
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znalosti u koleg, ktefi se takového experimentu zhiéastiiuji, je ob-
vykle vySSi neZ primér, takZe obecné zavéry lze vyvozovat jen
s nejvyssi opatrnosti.

4. Vystava u pf¥ileZitosti oslav milénia

Prosim cténé ¢tenaie, aby mi prominuli malou odboc¢ku od té-
matu, inspirovanou ¢erstvymi dojmy, o néZ bych se rad podélil.
V roce 2001 byla v Budapesti oteviena expozice, ktera piedsta-
vuje nékolik stovek vynikajicich tviréich madarskych osobnosti.
Figuruje mezi nimi také madarsky matematik Janos Bolyai, jehoz
200. vyrod¢i narozeni jsme oslavili. Byl jsem poctén ukolem pied-
stavit jeho ¢innost nejsirsi vefejnosti. S pomoci metody srovnavaci
geometrie, v roviné, na sféfe a hemisféfe jsem navstévnikiim vy-
loZil nékteré zakladni pojmy ve tfech geometrickych systémech.
Kromé prezentovanych modeli méla vefejnost moZnost vyslech-
nout i kratké pfednasky.

Za prvni dva mésice navstivilo expozici na sto tficet tisic di-
vaku. S plnym védomim vlastni zodpovédnosti tvrdim, Ze rozho-
dujici vétsina téchto navstévniki do expozice Bolyaiho alespon
letmo nahlédla a nezalekli se, kdyZ zaslechli slova jako matema-
tika nebo geometrie. Nezasvécena vefejnost se s matematickym
tématem setka jen zfidka. Podle mych zkuSenosti ale matematika
lidi zajima. Zajim4 je jednak sama tato véda a jeji aplikace, jed-
nak v ni spatfuji prubifsky kdmen své chapavosti a vyzvu svym
intelektudlnim schopnostem.

5. Problém

Je-li tento projekt natolik uzZitecny a radostny pro zZaky, proé¢
se ve vzdélavacich institucich nesifi rychleji? Rad bych uvedl tii
hlavni prekazky.

Prvni pifekazkou jsou finance, souprava neni pravé levna. Dru-
hou piekazku tvofi nedostatek ¢asu a energie pedagogt, kterymi
jsou vétSinou Zeny se starostmi o rodinu. Tteti, patrné nejdile-
7it&j8i prekazkou je neomylnost. Projektem se zabyvam nékolik
desitek let a dodnes se mi stava, Ze mi néktery z deseti ¢i dva-
nactiletych Zakl poloZi otazku, na kterou jsem schopen odpoveé-
dét jen obtiZné nebo taky vibec. Pokldda-li ucitel matematiky
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neomylnost za svou takfikajic ifedni povinnost, pozoruje-li za-
poleni svych studentli pouze zpoza pevné hradby svych nabiflo-
vanych a nenapadnutelnych znalosti, potom se nepochybné jen
nerad pusti na rozlehlejsi, ale zaroven riskantnéjsi pole srovnavaci
geometrie. To plati obzvlasté o téch uditelich, pro néz latka osvo-
jené na univerzitnich studiich nepfedstavuje vic nez mrtvé znaky,
od nichZ neni dovoleno, ani radno se odchylovat.

6. Zavér

Jiz delsi dobu se v didaktice matematiky objevuji tendence
vyvozovat abstraktni pojmy ze zkuSenosti zZaka, ukazat uziteCnost
matematického modelu kazdodenni reality. Ma srovnavaci geome-
trie jako metoda, jako zptisob mysleni, néco spole¢ného s kazdo-
denni realitou? Moji odpovédi je rozhodné ano! V Madarsku ne-
davné minulosti a soucasnosti udalosti jasné ukazaly, jak postra-
dame tradici a techniky konstruktivni diskuse a schopnost divat
se na lidi s odliSnym néazorem jako na partnery pfi hledani pravdy
a ne jako na nepratele.

Podobné problémy jsou pfitomny vSude tam, kde se objevuji
odlisné presvédceni, odlisné viry ¢i kultury. Matematika obecné
a srovnavaci geometrie zvlasté mohou byt G€innym nastrojem vy-
chovy dalsi generace v duchu tolerance, demokracie a vzajemného
porozumeéni. V tomto smyslu spliiuje srovnavaci geometrie nalé-
havé a souCasné potieby kaZdodenniho Zivota a z tohoto divodu
si vice nez zaslouZzi byt soucasti ,realistické matematiky*!

Vyjmenoval jsem mnohé klady i zapory svého projektu. Prosim
své Ceské kolegy, aby jej vyzkouseli! Mohu jim v tom byt podle
svych skromnych moznosti ochotné ndpomocen — a stejné rad se
od nich nééemu priucim!
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