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CAS JAKO PEDAGOGICKE PROSTREDKY
VE VYUCOVANI A UCENI SE MATEMATICE? (2)

BERNHARD KUTZLER

Dokonéent z minulého cisla

(2.3) Vizualizace
Vizualizace znamend ilustraci objektu, faktu nebo procesu. Vy-
sledek muze byt graficky, numericky nebo algebraicky. Dnes je
tento termin vétsinou pouzivan pro grafické ilustrace algebraic-
kych nebo numerickych objekt ¢i fakt. (Termin je pouzivan jak
pro vlastni proces ilustrace, tak i pro jeho vysledek.) Vizualizace
jako technika vyudovani matematice nabyla na vyznamu v téch
zemich, kde se $ifeji uzivaji grafické kalkulatory.

Vizualizace se nyni pouziva predevsim pro ziskani piehledu
o moznych reprezentacich daného problému; vétSinou pro studium
vztahu mezi algebraickou a grafickou reprezentaci. Typickym pii-
kladem je zkoumaéni, jak parametr a ovliviiuje tvar grafu funkce
y=a-zx

2
B Graph 2-><2
B Graph 3-x2 Done
® Graph -x
® Graph 1/2-x2
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Obr. 5

37 anglického originalu do &estiny pielozili A. HoSpesova a R. Hasek.
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J estliie poiadujeme aby nas$i studenti ru¢né kreslili grafy z2,
2x2, 322, 2:1: a —z2, ,,dobii“ studenti to ud&laji dobfe, ale pro vét-
Sinu matematicky handicapovanych studenti se to zméni v pracné
a nudné cviceni v kresleni grafti, béhem néhoz zapomenou, PROC
méli tento graf nakreslit. Tim je kvili jejich chabym dovednostem
v rysovani cil vyucovéni ztracen. PouzZiti CAS nebo grafickych
kalkulatorti pomiZe studentim zistat ve spojeni s cilem. Frank
Demana a Bert Waits jsou hlavnimi obhéajci vyucovaciho stylu,
kterému se Fika ,sila vizualizace* (viz (3], [4], [5]).

V psychologii uéeni byl objeven pojem ,posilovani“. Ukéazalo
se, ze posilovani nejlépe funguje, jestliZe je bezprostiedné nasledo-
vano Cinnosti. Pfikladem z kazdodenniho Zivota je dité, které da
ruku na horka kamna. Bezprostifedni bolest je nejlepsi podmin-
kou pro to, aby se dité naudilo vickrat to neudélat. Jestlize by se
pocit bolesti objevil o nékolik minut pozdéji, dité by jej pravdépo-
dobné nespojovalo s tim, Ze se (pfed chvili) dotklo horkého platu
a pravdépodobné by se nic nenaucilo.

Kdyz pouzivame kalkulator jako prostifedek vizualizace, bez-
prostiedni zpétnd vazba je vyznamna. Jestlize napiSete na svém
kalkuldtoru z°2 a stisknete vhodné tlacitko, objevi se o zlomek
sekundy pozdéji odpovidajici graf. O vysledném obrazku mtzeme
diskutovat, graf miize byt propojen s vyjadienim atd. Uvazujme
o studentech slabsich v matematice a porovnejme vzdélavaci efekt
ukolu ,nakresli graf* v pripadé, Ze to museji délat rucné, a v pfi-
padé, ze pouziji kalkulator. Ruéné vytvoreny graf by zabral mnoho
¢asu a pravdépodobné by mél jen nezietelnou podobnost se sprav-
nym grafem. (,,Co muZete pozorovat z chybného pfikladu?“) Jen
s pomoci kalkuldtoru méa tento student Sanci objevit a osvojit si
spojitost mezi vyjadfenim a (spravnym!) grafem. Vytvareni graft
tuzkou na papife jisté bude cennou aktivitou, ktera je diilezita
pro porozumeéni vztahi mezi algebraickou a grafickou reprezen-
taci. Nicméné bezprostiednost a spravnost jsou tak klicovymi psy-
chologickymi faktory, ze vybaveni matematicky handicapovanych
zakt vhodnym prostiedkem (CAS, graficky kalkulator) se stava
pedagogickou povinnosti.

Tento priklad velmi jasné ukazuje, Ze to, zda uditel pouziva né-
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jaky prostfedek pro podporu zikovské aktivity a jak jej pouziva,
zavisi na pedagogickych cilech spojenych s touto aktivitou. To
také znamena, Ze ve vyufovani matematice podporovaném tech-
nologiemi se uditel stava dilezZitéjSim a tim roste i vyznam jeho
pregradualni a postgradualni pripravy. Sila vizualizace je Siroce
vyuzivana s grafickymi kalkulatory. Dalsi dilezity pfistup tykajici
se algebraickych dat bude ukazan v néasledujicim.

(2.4) Koncentrace, soustfedéni, zhusténi

Vyucovani a ufeni se matematice miZeme porovnat se stavbou
domu, ,domu matematiky“. Témata, ktera ucime, a zavislosti
mezi nimi jsou srovnatelné s podlazimi domu. Pfedtim, nez je
mozné postavit druhé patro domu, je tieba dokoncit prvni. Stejné
tak zvladnuti témér vSech matematickych témat vyzaduje mis-
trovstvi v dfive naucenych tématech. UkaZme si to na prikladé
feSeni linearni rovnice s jednou proménnou.

Danou rovnici 5z — 6 = 2z + 15 je tfeba transformovat na tvar
z = ... Toho dosdhneme, kdyZ vybereme a pouZijeme vhodny
sled ekvivalentnich tprav. Obvykle se studentovi radi, aby ,,¢leny
s “ prevedl na jednu stranu rovnice a v8echny ostatni na druhou.
Proto za¢iname odecétenim 2zx:

5c —6 =2z +15 | — 2z

Vybranou ekvivalentni ipravu pouZijeme na obé strany rovnice a
rovnici zjednodusime:

3z —6=15
Nyni musime vybrat jinou ekvivalentni Gpravu, napf. +6,
3z —6=15 | +6
pouzit ji a opét zjednodusit:
3z =21

Zabyvame-li se praxi v matematickém vyucéovani, chceme zv1asté
védét, pro¢ studenti délaji urcité chyby. Typickd chyba v tomto
stadiu zacind nésledujicim: ,,Pfed proménnou z jsou 3. Abych se
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3 zbavil, 3 ode¢tu.“ Tento student pravdépodobné napise

3z =21 | —3
T =18

a véri, Ze rovnice je vyfeSena.

Co se stalo $patného a jak to mohou technologie vylepsit? Ana-
Iyzou krokl uskuteénénych vySe objevime dvé alternativni Glohy:
(1) vybér ekvivalentni Gpravy, (2) zjednoduseni algebraického vy-
jadreni. Vybér ekvivalentni Gpravy je zde tkolem vysSi Grovné,
je to podstata strategie pro nalezeni feSeni rovnice. Je to nova
dovednost, kterou si student musi osvojit, kdyz se uéi fesit rov-
nice. Vlastni zjednodusSeni rovnice je kol nizsi irovné, pro ktery
je podle ucitelova ocekavani student jiz dostatec¢né vycvicen.

Vybér ekvivalentns ipravy ——J—U—I—l—
Zjednoduseni

Obr. 6

Obrazek 6 ukazuje, Ze student osvojujici si novou dovednost,
musi tento proces opakované prerus$it, aby provedl vypocet. To
je, jako kdybychom Sachistu opakované rusili béhem obtizné Sa-
chové partie. Ve skutecnosti je to jeSté horsi, protoZe preruseni
muze ovlivnit ,hru“. Chyba udéland béhem preruseni, tj. béhem
ulohy nizs8i Grovné, vaZzné rusi dlohu vyssi irovné a mize branit
studentovu uceni. To presné vede k chybnému feseni x = 18 ve
vySe zminéném piikladu. Po rozhodnuti odecist 3 se student musi
plné soustfedit na odeéteni ¢isla 3 od obou stran rovnice, zatimco
yzapomina“ divod pro vybér ekvivalentni Gpravy. Ve skute¢nosti
student zacina dalsi fadku s ,,z =% jednoduse ,protoZe byla vy-
brana aprava odecist 3 s cilem dosdhnout z = na levé stran&“. Po-
tom ale na vy$si Grovni ekvivalentnich Gprav, mé student dojem,
Ze odecteni ¢isla 3 zjednodusilo rovnici tak, jak bylo pozadovano.

Tato opakovand zména drovni se nevyhnutelné objevi ve vét-
Siné témat ve Skolni matematice. Zda se, Ze Gstfednim problémem
v matematickém vyucovani je, Ze se studenti musi ucit nové do-
vednosti, zatimco procviéuji ,staré“.
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Pouzitim CAS (pouzivame Derive) by mohl byt proces osvo-
jovéni si dovednosti veden néasledujicim zptisobem. Nejprve zapi-
Seme rovnici.

» 5z — 6 =2z + 15 (ENTER)

#1: S:%x =6 = 2:x + 15

Pak nésleduje vstup ekvivalentni transformace (#1 je odkaz
na vyse uvedenou rovnici).
» #1 — 2z (ENTER), pak zjednodusim stisknutim tlacitka E
#2: (5 x -6 = 2-x +15) - 2-x
u3: 3ix =6 =18

Zjednoduseni, tj. pouziti ekvivalentni apravy obou stran rov-
nice, bylo provedeno CAS. Potom student vybira dalsi ekviva-
lentni Gpravu.

» #3 + 6 (ENTER), opét zjednodusime tlacitkem E
#4: (3:x -6 =15) + 6
#s: 3ox =21

Napodobime studenta, ktery udélal vyse zminénou chybu:
» #5 — 3 (ENTER), zjednodusime tlagitkem =]
#6: (3-x =21) - 3
#?: 3% -3 =18

Je jasné, ze CAS zjednodusi rovnici spravné, student tak do-
stava bezprostredni zpétnou vazbu, Ze Uprava ,odelist 3“ neni
Uspésna (nezjednodusila rovnici na oéekdvané ,x =“). V tomto
pfikladu jsme opét narazili na dvé témata diskutovana dfive: (1)
student ezperimentuje s moznymi ekvivalentni ipravami, z toho
divodu tento priklad také zahrnuje aspekt experimentalniho uceni,
(2) bezprostrednost vysledku pouzité tipravy souvisi s tim, po ¢em
jsme volali v ¢asti o vizualizaci. -

Student, ktery postupuje podle vyse zminéného piikladu s pod-
porou CAS, se miiZe plné soustfedit na dovednost vyssi irovné vy-
brat ekvivalentni Gpravu. Dovednost niZs§i Grovné (zjednoduseni)
je pfenechana CAS. (Schématicky tento postup ukazuje obr. 7).
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Vybdr ekvivalentui dipravy . = @po
J . yl . v

Obr.7
V pfispévcich [12], [13] jsou podrobné navody, jak pouZivat
Derive nebo TI-92 (TI-89) pro uéeni se/vyucovani feSeni lineér-
nich rovnic. VySe uvedeny algebraicky pfistup je diskutovan dale,
stejné jako numerické a grafické piistupy.

(3) Metoda leseni (The Scaffolding Method)

V predchozi ¢asti o koncentraci srovnavame vyucovani matematice
se stavbou domu. V duchu metafory je metoda leSeni v matema-
tickém vyucovani pieloZena jako metoda jak postavit nové patro
nad patrem jesté nedokoncenym. Nap¥. kdyz za¢neme stavét patro
,Vybér ekvivalentni Gpravy“, patro ,,zjednoduseni“ je pro mnoho
studentli dosud nekompletni. Ve §kolnim vyucovani ve skole jedno-
duse nemame dost ¢asu ¢ekat, az vSichni studenti dokonc¢i v§echna
,predchozi poschodi“. Osnovy nuti ucitele pokracovat s dalsim
tématem nezavisle na individualnim vyvoji studentt. Naskyta se
otazka, jak muzZe student ,stavét patro na nedokoncéeném patru“.

?

]

Vyse zminény priklad ukazuje, co navrhuji odpovédét na tuto
otazku. Zatimco se student u¢i dovednost vyssi Grovné, kalkulédtor
resi vSsechny podproblémy, které vyzaduji dovednosti nizsi irovné.
V duchu metafory je kalkulator leSenim vystavénym nad nedokon-
¢enym patrem.

TG

Prikladem na feSeni linedrni rovnice jsme ukézali vyuziti pro-
gramu Derive jako leSeni nad patrem zjednodusSeni. Budeme po-
kracovat ukdzkou pouziti metody leSeni pfi feSeni soustavy linear-
nich rovnic Gaussovou eliminaci.

Resme soustavu 2z + 3y = 4, 3z — 4y = 5. Nejprve student
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zadé rovnice:

» 2z + 3y = 4 (ENTER)
» 3z — 4y = 5 (ENTER)
#: 2-x +3-y =4

#2: Ix ~4-y =§

Gaussova eliminace vyZaduje, abychom vybrali takovou linear-
ni kombinaci dvou rovnic, ve které je jedna proménnd eliminovéna.
To je to, co se musime naudit. VSe ostatni (zjednodusSeni, substi-
tuce, feSeni rovnice s jednou proménnou) jsou dil¢i dovednosti,
o kterych uditel pfedpoklada, Ze si je jiz studenti dostate¢né na-

cvidili.

Vybér linedrui kombinace —_—

Zjednodusent, dosazeni, feSeni ‘ ‘ I | I |

rovaice o jednd nezndmé

Obr. 8
Snazime se eliminovat y seCtenim ¢tyfnasobku prvni rovnice a

trojnasobku druhé rovnice.
» 4 x #1 + 3 x #2 (ENTER), pak zjednodusime s IE]
83: 4(2-x+3y=4)+3-(Ix -4y =5)
#4: 17°% = 31

Proménna y zmizela, jak jsme poZadovali. Jak vypada $kolni
vyuka tohoto tématu, kdyZ uzivame papir a tuzku? Néktefi stu-
denti zvoli spravnou kombinaci, ale kvili chybé ve vypoctu pro-
ménnd nezmizi. Jini studenti vyberou chybnou linearni kombinaci
a proménna zmizi, protoze ,musi“ zmizet. Pro obé skupiny stu-
dentd jsou jejich nedostatky blokem, ktery jim brani naudit se
zékladni techniku Gaussovy eliminace. Pravé tito studenti zista-
vaji pozadu stale vice, jak se ,zvySuje dim matematiky*.

Ve vySe zminéném cvideni je algebraicky kalkulator leSenim,
které kompenzuje nedostatky v dovednostech nizsi irovné a po-
maha vyloucit chyby. V pfipadé, Ze koneénym cilem vyucovani je
naucit studenty Fes$it soustavy rovnic (nebo vykonat jinou doved-
nost B) ru¢né (napf. protoze studenti jsou hodnoceni celkové na
konci $kolniho roku), pak se doporucuje postupovat ve tfech kro-
cich. Prvnim z nich je vyucovani a nacvik dovednosti A. Druhym
krokem vyucovani je nacvik dovednosti B pfi pouziti kalkulatoru
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k feseni podproblémi, které vyzaduji dovednost A (tj. student se
miZe pln& soustfedit na uceni se dovednosti B). Tretim krokem je
spojeni dovednosti A a B bez podpory technologii.

Obr. 9

To je jedna z mnoha vhodnych metod pouziti CAS jako peda-
gogického prostiedku.

Okamzité pouziti technologie miZe pomoci ,rozdrobit“ proces
udeni na malé, jednoduse ,stravitelné“ kousky. Pro méné talen-
tované studenty, ktefi by nemohli spolknout ,velké kousky“, jez
jim nabizime v tradi¢nim matematickém vyucovani, to mize byt
jedind cesta k osvojeni si znalosti. Je pro né leh¢i sledovat postup,
aniz by se ztraceli v takovych detailech jako je zjednoduSovani.
JestliZze srovnavdme vyucovani matematice se stavbou domu, po-
uziti technologii se podoba pouZiti leseni.

Metodou lesent je jakakoliv pedagogicky ovérenad posloupnost
pouziti i nepouziti technologii pro zjednodus$eni, experimentovani,
vizualizaci nebo koncentraci, bud ve smyslu automatizace, nebo
kompenzace.

Uvedené pouZiti technologie jako pedagogického prostiedku
je zcela nezavislé na tom, zda se smi technologie pouzivat pri
zkousce. Metoda leSeni se zaméfuje na podporu procesu uceni, tj.
muze pomahat v dosahovéni (tradi¢nich) cilti vyudovani. Zde jsou
technologie jen pomuckou p¥i nacviku. Jako ndm doméci trenér
muze pomoci ziskat fyzické dovednosti, vhodné uziti CAS miize
byt matematickym tréninkovym stfediskem, které pomaha ziska-
vat intelektudlni/matematické dovednosti. Proto technologie mo-
hou a mély by byt uvedeny jako pedagogicky prostfedek nezavisly
na zménach osnov nebo hodnoceni. Prostiedky CAS mohou po-
mahat ve vyuce stiedoskolské matematiky.

V ¢lanku [14], resp. [15] popisuji, jak lze vyuzit Derive, resp.
T1-92 (TI-89) pfi feSeni soustav linedrnich rovnic ve Skole. Kromé
toho, Ze jsou v priruéce uvedeny dalsi detaily k vySe zminénému
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pristupu, popisuje také numerické a grafické metody spolu se sub-
stitu¢ni metodou.

(4) Zavéreéné poznamky
V Rakousku byla v roce 1991 vSechna gymnazia a stfedni tech-
nické primyslové skoly (Hohere Technische Lehr-anstalten) vyba-
veny programem Derive. V souvislosti s tim byl feSen vyzkumny
projekt, ktery je znam jako ,Rakousky projekt Derive“. Projekt
zahrnoval 800 studenti, ktefi se ucili béZnou matematiku s progra-
mem Derive. Vysledky byly publikoviny v némeckém jazyce v [9],
Cast vysledkl je také moZno nalézt v angli¢tiné v publikaci [1].
V akademickém roce 1997/98 pracoval vétsi tym na ,,Rakouském
projektu TI-92 I“ s 2000 studenty, ktefi pouzivali TI-92 v béz-
nych matematickych t¥idach. Navazoval pak ,Rakousky projekt
TI-92 II“ s 3000 studenty. Vysledky je mozné najit na internetové
adrese http://www.acdca.ac.at.

Rakouské i dalsi vyzkumy ukazaly, Ze spravné pouzivani tech-
nologii prinasi:

e efektivnéjsi uceni se a vyucovani

e nezavislejsi produktivni ¢innosti student
e vice studentské tvofivosti

e zvysujici se vyznam ucitele

Povinnosti uditele je doprovazet a fidit studenty na jejich ¢as-
tecné individudlni objevitelské cesté svétem matematiky. Klicem
k tuspéchu ve vyudovani matematice je proto dobry ucitel, ktery
ziskal dobré ucitelské vzdélani. Technologie neméni vyucovéani, ale
miiZe se pro udlitele stat katalyzatorem, ktery méni vyucovaci me-
tody. Mohou tak prispét ke zlepSovani matematického vyucovani
ve Skolach.

V pripadé, ze mate otazky nebo navrhy, napiste mi prosim na
b.kutzler@eunet.at. Pravidelné aktualizovanou kolekci informaci
o pouziti technologii v matematickém vyucovani je mozné najit na
www.kutzler.com. Zvlasté dékuji Vlasté Kokol-Voljc za podnétné
pfipominky a cennou zpétnou vazbu.
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