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CAS JAKO PEDAGOGICKÉ PROSTŘEDKY

VE VYUČOVANíA UČENí SE MATEMATICE3 (2)

BERNHARD KUTZLER

Dokončeníz minulého čísla

(2.3) Vizualizace
Vizualizace znamená ilustraci objektu, faktu nebo procesu. vý
sledek může být grafický, numerický nebo algebraický. Dnes je
tento termín většinou používán pro grafické ilustrace algebraic
kých nebo numerických objektů či faktů. (Termín je používán jak
pro vlastní proces ilustrace, tak i pro jeho výsledek.) Vizualizace
jako technika vyučování matematice nabyla na významu v těch

zemích, kde se šířeji užívají grafické kalkulátory.
Vizualizace se nyní používá především pro získání přehledu

o možných reprezentacích daného problému; většinou pro studium
vztahu mezi algebraickou a. grafickou reprezentací. Typickým pří

kladem je zkoumání, jak parametr a ovlivňuje tvar grafu funkce
y = a. x 2 .

Obr. 5

3Z anglického originálu do češtiny přeložili A. Hošpesová a R. Hašek.



166 BERNHARD KUTZLER

Jestliže požadujeme, aby naši studenti ručně kreslili grafy x 2
,

2x 2 , 3x 2 , !x2 a -x2 , "dobří" studenti to udělají dobře, ale pro vět

šinu matematicky handicapovaných studentů se to změní v pracné
a nudné cvičení v kreslení grafů, během něhož zapomenou, PROČ
měli tento graf nakreslit. Tím je kvůli jejich chabým dovednostem
v rýsování cíl vyučování ztracen. Použití CA8 nebo grafických
kalkulátorů pomůže studentům zůstat ve spojení s cílem. Frank;
Demana a Bert Waits jsou hlavními obhájci vyučovacího stylu,
kterému se říká "síla vizualizace" (viz [3], [4], [5]).

V psychologii učení byl objeven pojem "posilování". Ukázalo
se, že posilování nejlépe funguje, jestliže je bezprostředněnásledo
váno činností. Příkladem z každodenního života je dítě, které dá
ruku na horká kamna. Bezprostřední bolest je nejlepší podmín
kou pro to, aby se dítě naučilo víckrát to neudělat. Jestliže by se
pocit bolesti objevil o několik minut později, dítě by jej pravděpo

dobně nespojovalo s tím, že se (před chvílí) dotklo horkého plátu
a pravděpodobně by se nic nenaučilo.

Když používáme kalkulátor jako prostředek vizualizace, bez
prostřední zpětná vazba je významná. Jestliže napíšete na svém
kalkulátoru x

A

2 a stisknete vhodné tlačítko, objeví se o zlomek
sekundy později odpovídající graf. O výsledném obrázku můžeme

diskutovat, graf může být propojen s vyjádřením atd. Uvažujme
o studentech slabších v matematice a porovnejme vzdělávacíefekt
úkolu "nakresli graf" v případě, že to musejí dělat ručně, a v pří

padě, že použijí kalkulátor. Ručně vytvořenýgraf by zabral mnoho
času a pravděpodobně by měl jen nezřetelnoupodobnost se správ
ným grafem. ("Co můžete pozorovat z chybného příkladu?") Jen
s pomocí kalkulátoru má tento student šanci objevit a osvojit si
spojitost mezi vyjádřením a (správnýml) grafem. Vytváření grafů

tužkou na papíře jistě bude cennou aktivitou, která je důležitá

pro porozumění vztahů mezi algebraickou a grafickou reprezen
tací. Nicméně bezprostřednosta správnost jsou tak klíčovýmipsy
chologickými faktory, že vybavení matematicky handicapovaných
žáků vhodným prostředkem (CA8, grafický kalkulátor) se stává
pedagogickou povinností.

Tento příklad velmi jasně ukazuje, že to, zda učitel používá ně-
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jaký prostředekpro podporu žákovské aktivity a jak jej používá,
závisí na pedagogických cílech spojených s touto aktivitou. To
také znamená, že ve vyučování matematice podporovaném tech
nologiemi se učitel stává důležitějším a tím roste i význam jeho
pregraduální a postgraduální přípravy. Síla vizualizace je široce
využívána s grafickými kalkulátory. Další důležitý přístup týkající
se algebraických dat bude ukázán v následujícím.

(2.4) Koncentrace, soustředění, zhuštění

Vyučování a učení se matematice můžeme porovnat se stavbou
domu, "domu matematiky". Témata, která učíme, a závislosti
mezi nimi jsou srovnatelné s podlažími domu. Předtím, než je
možné postavit druhé patro domu, je třeba dokončit první. Stejně

tak zvládnutí téměř všech matematických témat vyžaduje mis
trovství v dříve naučených tématech. Ukažme si to na příkladě

řešení lineární rovnice s jednou proměnnou.

Danou rovnici 5x - 6 = 2x + 15 je třeba transformovat na tvar
x == .. . Toho dosáhneme, když vybereme a použijeme vhodný
sled ekvivalentních úprav. Obvykle se studentovi radí, aby "členy

s x" převedl na jednu stranu rovnice a všechny ostatní na druhou.
Proto začínáme odečtením 2x:

5x - 6 = 2x + 15 I - 2x

Vybranou ekvivalentní úpravu použijeme na obě strany rovnice a
rovnici zjednodušíme:

3x - 6 = 15

Nyní musíme vybrat jinou ekvivalentní úpravu, např. +6,

3x - 6 = 15 I + 6

použít ji a opět zjednodušit:

3x = 21

Zabýváme-li se praxí v matematickém vyučování, chceme zvláště

vědět, proč studenti dělají určité chyby. Typická chyba v tomto
stádiu začíná následujícím: "Před proměnnou x jsou 3. Abych se



168 BERNHARD KUTZLER

3 zbavil, 3 odečtu." Tento student pravděpodobněnapíše

3x = 21

x = 18

I - 3

a věří, že rovnice je vyřešena.

Co se stalo špatného ajak to mohou technologie vylepšit? Ana
lýzou kroků uskutečněnýchvýše objevíme dvě alternativní úlohy:
(1) výběr ekvivalentní úpravy, (2) zjednodušení algebraického vy
jádřenÍ. Výběr ekvivalentní úpravy je zde úkolem vyšší úrovně,

je to podstata strategie pro nalezení řešení rovnice. Jeto nová
dovednost, kterou si student musí osvojit, když se učí řešit rov
nice. Vlastní zjednodušení rovnice je úkol nižší úrovně, pro který
je podle učitelova očekávání student již dostatečně vycvičen.

Výběr ekvivalentníúpravy

ZjednodJlšeni

Obr. 6

Obrázek 6 ukazuje, že student osvojující si novou dovednost,
musí tento proces opakovaně přerušit, aby provedl výpočet. To
je, jako kdybychom šachistu opakovaně rušili během obtížné ša
chové partie. Ve skutečnosti je to ještě horší, protože přerušení

může ovlivnit "hru". Chyba udělaná během přerušení, tj. během

úlohy nižší úrovně, vážně ruší úlohu vyšší úrovně a může bránit
studentovu učení. To přesně vede k chybnému řešení x = 18 ve
výše zmíněném příkladu. Po rozhodnutí odečíst 3 se student musí
plně soustředit na odečtení čísla 3 od obou stran rovnice, zatímco
"zapomíná" důvod pro výběr ekvivalentní úpravy. Ve skutečnosti

student začíná další řádku s "x =" jednoduše "protože byla vy
brána úprava odečíst 3 s cílem dosáhnout x = na levé straně" . Po
tom ale na vyšší úrovni ekvivalentních úprav, má student dojem,
že odečtení čísla 3 zjednodušilo rovnici tak, jak bylo požadováno.

Tato opakovaná změna úrovní se nevyhnutelně objeví ve vět

šině témat ve školní matematice. Zdá se, že ústředním problémem
v matematickém vyučování je, že se studenti musí učit nové do
vednosti, zatímco procvičují "staré".
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Použitím CAS (používáme Derive) by mohl být proces osvo
jování si dovednosti veden následujícím způsobem. Nejprve zapí
šeme rovnici.
~ 5x - 6 = 2x + 15 (ENTER)

Pak následuje vstup ekvivalentní transformace (#1 je odkaz
na výše uvedenou rovnici).
~ #1 - 2x (ENTER), pak zjednoduším stisknutím tlačítka I=I·
U2: (5 . x - 6 ... 2· x + 15) - 2· x

3:

Zjednodušení, tj. použití ekvivalentní úpravy obou stran rov
nice, bylo provedeno CAS. Potom student vybírá další ekviva
lentní úpravu.
~ #3 + 6 (ENTER), opět zjednodušíme tlačítkem I=I·
U4: (3 . x - 6 '"' 15) + 6

U5: 3Fxr: ~ ::)2:t:

Napodobíme studenta, který udělal výše zmíněnou chybu:
~ #5 - 3 (ENTER), zjednodušíme tlačítkem I=I·
U6: (3· x = 21) - 3

U?:

Je jasné, že CAS zjednoduší rovnici správně, student tak do
stává bezprostřední zpětnou vazbu, že úprava "odečíst 3" není
úspěšná (nezjednodušila rovnici na očekávané "x ="). V tomto
příkladu jsme opět narazili na dvě témata diskutovaná dříve: (1)
student experimentuje s možnými ekvivalentní úpravami, z toho
důvodu tento příklad také zahrnuje aspekt experimentálního učení,

(2) bezprostřednost výsledku použité úpravy souvisí s tím, po čem

jsme volali v části o vizualizaci. .

Student, který postupuje podle výše zmíněného příkladu s pod
porou CAS, se může plně soustředit na dovednost vyšší úrovně vy
brat ekvivalentní úpravu. Dovednost nižší úrovně (zjednodušení)
je přenechánaCAS. (Schématicky tento postup ukazuje obr. 7).
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Yýbir lJ'wivallJnmi zg,ravy

Obr.7
V příspěvcích [12], [13] jsou podrobné návody, jak používat

Derive nebo TI-92 (TI-89) pro učení se/vyučování řešení lineár-.
ních rovnic. Výše uvedený algebraický přístup je diskutován dále,
stejně jako numerické a grafické přístupy.

(3) Metoda lešení (The Scaffolding Method)
V předchozí části o koncentraci srovnáváme vyučovánímatematice
se stavbou domu. V duchu metafory je metoda lešení v matema
tickém vyučování přeložena jako metoda jak postavit nové patro
nad patrem ještě nedokončeným.Např. když začneme stavět patro
"výběr ekvivalentní úpravy" , patro "zjednodušení" je pro mnoho
studentůdosud nekompletní. Ve školním vyučováníve škole jedno
duše nemáme dost času čekat, až všichni studenti dokončí všechna
"předchozí poschodí". Osnovy nutí učitele pokračovat s dalším
tématem nezávisle na individuálním vývoji studentů. Naskýtá se
otázka, jak může student "stavět patro na nedokončenémpatru".

?

~I
Výše zmíněný příklad ukazuje, co navrhuji odpovědět na tuto

otázku. Zatímco se student učí dovednost vyšší úrovně, kalkulátor
řeší všechny podproblémy, které vyžadují dovednosti nižší úrovně.
V duchu metafory je kalkulátor lešením vystavěným nad nedokon
čeným patrem.

Příkladem na řešení lineární rovnice jsme ukázali využití pro
gramu Derive jako lešení nad patrem zjednodušení. Budeme po
kračovat ukázkou použití metody lešení při řešení soustavy lineár-
ních rovnic Gaussovou eliminací. \

Řešme soustavu 2x + 3y = 4, 3x - 4y = 5. Nejprve student
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zadá rovnice:
~ 2x + 3y = 4 (ENTER)
~ 3x - 4y = 5 (ENTER)
li: 2 -x + 3 'Y a 4

12 : 3(~"xr:\~T< '(~ ':9; :;: ~:O::':S

Gaussova eliminace vyžaduje, abychom vybrali takovou lineár
ní kombinaci dvou rovnic , ve které je jedna proměnná eliminována.
To je to, co se musíme naučit. Vše ost atní (zjednodušení, substi
tuce, řešení rovnice s jednou proměnnou) jsou dílčí dovednost i,
o kterých učitel předpokládá, že si je již studenti dostatečně na
cvičili.

Výbi,.lineámí kombinac

ZjBdnodllŠeni, dostU; ni, ŇŠení
rovnice o jedni nBDlámi

Obr. 8
Snažíme se eliminovat y sečtením čtyřnásobku první rovnice a

trojnásobku druhé rovnice.
~ 4 * #1 + 3 * #2 (ENTER), pak zjednodušíme s I=I.

3: 4 '(2 -x + 3'Y a 4) + J-(J ·x - 4-y - S)

4:

Proměnná y zmizela, jak jsme požadovali. Jak vypadá školní
výuka tohoto tématu, když užíváme papír a tužku? Někteří stu
denti zvolí správnou kombinaci , ale kvůli chybě ve výpočtu pro
měnná nezmizí. Jiní studenti vyberou chybnou lineární kombinaci
a proměnná zmizí, protože "musí" zmizet. Pro obě skupiny stu
dentů jsou jejich nedostatky blokem, který jim brání naučit se
základní techniku Gaussovy eliminace. Právě tito studenti zůstá

vají pozadu stále více , jak se "zvyšuje dům matematiky".
Ve výše zmíněném cvičení je algebraický kalkulátor lešením,

které kompenzuje nedostatky v dovednostech nižší úrovně a po
máhá vyloučit chyby. V případě, že konečným cílem vyučování je
naučit studenty řešit soustavy rovnic (nebo vykonat jinou doved
nost B) ručně (např. protože studenti jsou hodnoceni celkově na
konci školního roku), pak se doporučuje postupovat ve třech kro
cích. Prvním z nich je vyučování a nácvik dovednosti A. Druhým
krokem vyučování je nácvik dovednosti B při použití kalkulátoru
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k řešení podproblémů, které vyžadují dovednost A (tj. student se
může plně soustředit na učení se dovednosti B). Třetím krokem je
spojení dovednosti A a B bez podpory technologií.

A

B 8

A

Obr. 9

To je jedna z mnoha vhodných metod použití CAS jako peda
gogického prostředku.

Okamžité použití technologie může pomoci "rozdrobit" proces
učení na malé, jednoduše "stravitelné" kousky. Pro méně talen
tované studenty, kteří by nemohli spolknout "velké kousky", jež
jim nabízíme v tradičním matematickém vyučování, to může být
jediná cesta k osvojení si znalostí. Je pro ně lehčí sledovat postup,
aniž by se ztráceli v takových detailech jako je zjednodušování.
Jestliže srovnáváme vyučování matematice se stavbou domu, po
užití technologií se podobá použití lešení.

Metodou lešení je jakákoliv pedagogicky ověřená posloupnost
použití i nepoužití technologií pro zjednodušení, experimentování,
vizualizaci nebo koncentraci, buď ve smyslu automatizace, nebo
kompenzace.

Uvedené použití technologie jako pedagogického prostředku

je zcela nezávislé na tom, zda se smí technologie používat při

zkoušce. Metoda lešení se zaměřuje na podporu procesu učení, tj.
může pomáhat v dosahování (tradičních) cílů vyučování. Zde jsou
technologie jen pomůckou při nácviku. Jako nám domácí trenér
může pomoci získat fyzické dovednosti, vhodné užití CAS může

být matematickým tréninkovým střediskem, které pomáhá získá
vat intelektuální/matematické dovednosti. Proto technologie mo
hou a měly by být uvedeny jako pedagogický prostředek nezávislý
na změnách osnov nebo hodnocení. Prostředky CAS mohou po
máhat ve výuce středoškolskématematiky.

V článku [14], resp. [15] popisuji, jak lze využít Derive, resp.
TI-92 (TI-89) při řešení soustav lineárních rovnic ve škole. Kromě
toho, že jsou v příručce uvedeny další detaily k výše zmíněnému
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přístupu, popisuje také numerické a grafické metody polu e ub
stituční metodou.

(4) Závěrečné poznámky
V Rakousku byla v roce 1991 všechna gymnázia a střední tech
nické průmyslové školy (Hohere Technische Lehr-anstalten) vyba
veny programem Derive. V souvislosti s tím byl řešen výzkumný
projekt, který je znám jako "Rakouský projekt Derive" . Projekt
zahrnoval 800 studentů, kteří se učili běžnou matematiku s progra
mem Derive. Výsledky byly publikovány v německém jazyce v [9],
část výsledků je také možno nalézt v angličtině v publikaci [1] .
V akademickém roce 1997/98 pracoval větší tým na "Rakouském
projektu TI-92 I" s 2000 studenty, kteří používali TI-92 v běž

ných matematických třídách. Navazoval pak "Rakouský projekt
TI-92 II" s 3000 studenty. Výsledky je možné najít na internetové
adrese http://www.acdca.ac.at.

Rakouské i další výzkumy ukázaly, že správné používání tech-
nologií přináší:

• efektivnější učení se a vyučování

• nezávislejší produktivní činnosti studentů

• více studentské tvořivosti

• zvyšující se význam učitele

Povinností učitele je doprovázet a řídit studenty na jejich čás

tečně individuální objevitelské cestě světem matematiky. Klíčem

k úspěchu ve vyučování matematice je proto dobrý učitel, který
získal dobré učitelské vzdělání. Technologie nemění vyučování, ale
může se pro učitele stát katalyzátorem, který mění vyučovací me
t ody. Mohou tak přispět ke zlepšování matematického vyučování

ve školách.
V případě, že máte otázky nebo návrhy, napište mi prosím na

b.kutzler@eunet .at . Pravidelně aktualizovanou kolekci informací
o použití technologií v matematickém vyučováníje možné najít na
www.kutzler.com. Zvláště děkuji Vlastě Kokol- Voljc za podnětné

připomínky a cennou zpětnou vazbu.
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