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NEKONECNO — NEJEN V MATEMATICE
ale i
V KRASNE LITERATURE

FRANTISEK KURINA!

S nekoneénem se setkavame v poezii i ve filozofii, v béZném
Zivoté, ve védé i ve Skole.

Kdo by neznal verse Jirtho Voskovce a Jana Wericha: Nestojim
o nekonecno s hvézdami vSemi, mné staci pdr krdasnych let nékde
na zemi .... Kone¢no s nekoneénem spojuje i filozof Ludwig Witt-
genstein: ,, Prostorovy predmét musi leZet v nekoneéném prostoru*
([1], s. 13). S potenciélni moZnosti ,,poéitat neustdle ddl a ddl“ se
setkava dité jiz v raném véku, aktualni vytvofeni ,celé mnoZiny
véech prirozenych cisel“ provedl, jak zndmo, az italsky matematik
Giuseppe Peano ve své axiomatice v roce 1889. Je pozoruhodné,
ze napf. rozdilu ve formulacich ,pro kaZdy prvek plati“ a ,pro
vSechny prvky plati“, tedy rozdilu mezi potencidlni moznosti a jeji
,aktuélni realizaci“ si v8§iml Karel Capek v ptvabné stati Kazdy
a vdichni ([2], s. 158).

Moznost divat se rizné na jevy spjaté s nekone¢nem lze ilustro-
vat na vzniku riznych ,,paradoxt nekonec¢na.“ Hlubokou analyzu
problémi spjatych s nekoneénymi mnoZinami provedl, jak znamo,
nas Bernard Bolzano v préci (3], kterd byla publikovdna v roce
1851, tedy az po jeho smrti. Za zakladatele teorie mnozin se dnes
poklada némecky matematik Georg Cantor, ktery na Bolzana na-
vazuje ([4], s. 159). Vyznamnou &eskou publikaci o nekone¢nu je
kniha B. Pospisila 5], klasické dilo o mnoZinach je Aleksandro-
viv Uvod [6], z novéjSich titulti uvedme nap¥. Fuchsovu monogra-
fii [7]. Podrobngjsim studiem didaktickych otézek spjatych s ne-
koneénem se zabyvé napt. Zlutd kniha Milana Hejného [8] a prace
Dariny Jirotkové 9] a P. Eisenmanna [10].

1 P¥isp&vek byl ptipraven s podporou grantu GACR. 406/02/0829
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1. Historie
V této ¢asti pfispévku pfipomeneme dva znamé paradoxy spjaté
s nekonec¢nem.

Priklad 1. Paradox Zenonuv

Permanidiv zdk Zenon z Elea popsal nékdy kolem r. 450 pied
nasSim letopoc¢tem tento pribéh:

Achilles zavodi s Zelvou. ProtoZe se Achilles pohybuje desetkrat
vétsi rychlosti nez Zelva, da ji naskok 10 m. Za dobu, kdy Achilles
téchto 10 m ujde, urazi Zelva 1 m, nez ,,ujde“ Achilles tento metr,
ubé&hne Zelva 1 dm, nez ,urazi“ Achilles tento decimetr, popoleze
Zelva o 1 cm atd. az do nekonec¢na. Achilles nemtize Zelvu nikdy
dohonit.

Ztfejma nespravnost zavéru prib&hu jesté vice vynikne, znazor-
nime-li situaci v kartézské soustavé souradnic (obr. 1). Zvolime-li
za jednotku délky drahu, kterou urazi Zelva za jednotku casu,
miZeme situaci popsat rovnicemi (1), kde ¢ znamena Cas, s drahu:

s=1t+10, (1)
§= 10t

Z obrazku je patrné i misto a Cas setkdni. Draha, kterou Zelva
k setkani urazila, je

1+1+1+ i +...=1,111 - 20 (2)
10 100 1000 o 97

Tento vysledek mizeme zdivodnit uzitim vzorce
= a
1
Z On = 1— (3)
n=1 q

pro soucet geometrické fady s prvnim ¢lenem a; a kvocientem ¢
(v naSem pfipadé je a; = 1,q = %), nebo fesenim soustavy (1).
V ¢em spociva paradox Zenonova piibéhu? Pro¢ zdanlivé sprav-
né uvaha odporuje zdravému rozumu? Zenon povazuje Achillovu
vyhru za nemoznou, protoZe se podle jeho interpretace okamZzik
dostizeni Zelvy odehrava v nekoneéné mnoha Casovych Usecich.
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S=t+10

Obr. 1

Presto, ze je téchto usekil nekone¢né mnoho, jejich celkova délka
je konecéna. Nazorné je to vidét i z obr. 1: vodorovné tlusté vyry-
sované usecky maji dohromady délku %0.

Druhy priklad, ktery uvedeme, je prekvapivé mnohem mladsi.
Uvadi ho r. 1638 slavny italsky matematik a astronom Galileo
Galiles.

Priklad 2. Parador Galileuv

Zobrazeni, které libovolnému pfirozenému n pfirazuje jeho dru-
hou mocninu n?, je prosté zobrazeni mnoZiny N vsech pfirozenych
¢isel na mnozinu K vSech kvadrati prirozenych cisel.

1, 2, 3, 4,-- (4)
12 92 32 42 ...
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MnozZiny N a K maji tedy stejnou mohutnost (stejny pocet prvkii),
jsou ekvivalentni. Z druhé strany je ovSem zfejmé, Ze mnozina K
je vlastni podmnozZinou mnoziny N

N =K U{2,3,5,6,---} (5)

a mnozina N ma tedy vice prvkd nez mnozina K.

Tento paradox dovedl Galilea k zavéru, ze vlastnosti rovnost
a nerovnost nemaji misto v nekonecénych, ale pouze v koneénych
mnozindch ([11], s. 210).

O 250 let pozdéji, v r. 1883, némecky matematik Georg/5 Can-
tor nejenze pfijal tento paradox, ale definoval v tomto smyslu ne-
koneénou mnozinu:

MnoZina je nekonecnd, prdvé kdyz ji lze prosté zobrazit na jeji
vlastni podmnozinu.

O 125 let pozdéji, r. 1998, pfipousti P. Vopénka v praci [12] na
zdkladé studia dél Bolzanovych mozZnost platnosti tzv. generalniho
kolapsu:

KazZdé dvé nekoneéné mnozZiny lze na sebe vzdjemné jedno-
znacné zobrazit. ([12], s. 287).

My se zde ovSem pfidrZzime cantorovského paradigmatu.

Libovolné dvé usecky a tedy i libovolné dva intervaly maji
stejnou mohutnost (obr. 2). Klasickou Cantorovou diagondlni me-
todou lze dokazat, ze mnozZina R vSech redlnych éisel neni ekviva-
lentni s mnozinou N v8ech &isel pfirozenych. V ¢lanku [13] jsou
tyto zndmé vysledky pfipomenuty a je ukdzano i prosté zobrazeni
uzavieného intervalu (0;1) na otevieny interval (0;1) a prosté
zobrazeni mnoziny R vSech realnych ¢isel na interval (0;1). Tyto
vysledky vykazuji ovSem rovnéz jistou paradoxnost, nebot napft.
interval délky 1 mm je sloZen ,ze stejného mnoZstvi“ bezrozmé-
rovych bodi jako celd pfimka.
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Obr. 2

2. Skola

V tomto odstavci ukdzeme Ctyfi pfiklady moznych kontakti
studenta stfedni $koly s nekone¢nem.

Priklad 8. Dwva shodné utvary

Sestrojte dva shodné geometrické utvary U, V tak, aby prvni
byl ¢asti druhého, ale druhy nebyl ¢asti prvniho.
Pro utvary U,V ma tedy platit zaroven

UxV,UCV,V¢U. (6)

Pokusy, které feSitel neznaly tlohy zacne délat, vedou obvykle
k zavéru, Ze utvary U, V, které spliiuji vztahy (6), neexistuji. Pfed-
stavuje si, Ze utvar U je napf. mnohoihelnik, Gtvar V s nim ma
byt shodny a ma-li byt jeho ¢asti, musi s nim splynout. Pak by
ovSem byl i Gtvar V ¢asti Gtvaru U. Budou-li vSak atvary U,V
neomezené, pak jeden ze shodnych utvard mize byt vlastni pod-
mnozinou druhého (obr. 3).

Priklad 4. Dwva stredy soumeérnosti

Sestrojte geometricky utvar, ktery ma dva rizné stiedy sou-
meérnosti.

Predpokladejme, Ze utvar U mé stiedy soumérnosti S a O.
Protoze S je stfed soumeérnosti itvaru U, je jeho obraz v soumér-
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Obr. 3

nosti se stfedem S tyZz Gtvar U, podobny zavér mizZeme udélat i
pro stfedovou soumérnost se stfedem O. Utvar U prejde tedy sam
v sebe v zobrazeni, které je sloZzenim dvou stfedovych soumeérnosti
tj. v posunuti neboli translaci. Takovy atvar nemiiZe byt omezeny.
MiZe jim byt napf¥. pas roviny (obr. 4), sinusoida, ... .

Obr. 4

Priklad 5. Nekonecny plot

Na obr. 5 a,b jsou nakresleny ,,perspektivy” dvou nekoneénych
ploti. Tycky prvniho z nich jsou obrazy prvni tycky ve stejnoleh-
lostech

hn (S 357, 7)

ty¢ky druhého plotu vzniknou jako obrazy prvni tycky ve stejno-
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lehlostech
1
H‘n y ™) 8
(S-) ®)

pron = 1,2,3,---. Vypocitejte soucet délek vSech zmensujicich
se tycek v obou plotech.

Nl

Obr. 5a

Obr. 5b

V prvnim pripadé jde o soucet

1 1 1
1+=+=+=+4.--=2, 9
toh st 9)
nebot zde mame geometrickou fadu s prvnim ¢lenem 1 a kvocien-

tem . Tento vysledek je oviem vidét i z obr. 6.
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S
4
1 L
2
2
Obr. 6
V druhém piipadé jde o soudet
1 1 1
= 10
totgtgt (10)

Protoze
o0
>
n=1 %
je harmonicka rada, roste soucet délek ,,tycek plotu“ nade vSechny
meze. Tento vysledek mizeme ovSem nahlédnout i na Grovni za-
kladni skoly, nebot kaZdy z nekoneéné mnoha séitanct v zavorce

je vétsi nez L.

N

1 1 1 1 1 1 1
1+=+(=+- — 4=+ =+ = 11
+2+(3+4)+<5+6+7+8)+ (11)

+- 1+14-1+14-1+14—1+1 + (12)
9 10 11 12 13 14 15 16

Tento paradox dvou plott je pé€kny: ackoliv ty¢ek v obou plo-
tech je ,stejn&“ (spoetné mnoho), znamenaji tycky, které jsou
v druhém ploté navic, enormni nartst celkové délky plotu.
Priklad 6. Nekoneéné schodisté

Na obr. 7 je nakreslen zadatek posloupnosti schodist: Kazdé
nasledujici méa vysku a $ifku schodu poloviéni vzhledem k pied-
chazejicimu. Mame urdéit celkovou délku schodisté pro ,,nekonecné
malé trpasliky“.
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, I
I

Obr. 7

Po ne pfili§ dlouhé fadé pokust zjistime, Ze obrazek schodisté
»Splyne“ s uhlopfi¢kou ctverce. Zaveér, ze délka schodisté s neko-
ne¢nd malymi schidky je v/2 je ovSem zcela nespravny. Posloup-
nost délek schodist je

2999 . (13)

a tedy i schodisté pro trpasliky ma délku 2.
,BliZi-1i* se vizualné schodisté thlopficce ¢tverce, neznamena
to, Ze se i jeho délka blizi délce uhlopficky ctverce.

3. Uméni

Je zajimavé, Ze fascinaci nekone¢nem mohou pocitit i osoby,
které nemaji vyhranéné kladny vztah k matematice. Ilustrujme to
na dvou piikladech.

Bohumil Hrabal popisuje své setkani s nekone¢nem v textu Jak
jsem délal maturitu ([14], s. 18 a 22):

... trvale jsem mél béhem maturitnich zkousek jasny pocit, Ze
jsem propadl, Ze ani jinak to nemuZe byt. Se sklopenyma ocima,
2lity potem, jsem nezvedl o¢i ani v tu chvili, kdy predseda matu-
ritni komise oznamil, Ze jsem udélal maturitni zkousku s dostatec-
nym prospéchem. Prijimal jsem gratulace s pocitem hanby, spis
jako kondolenci k umrti v rodiné. Zastavil jsem se s maturitnim
vysvédcenim aZ u Teky, a ¢im vicekrdt jsem si Cetl, Ze jsem absol-
voval maturitni zkousky, tim vice jsem tomu nevéril, ani kdyZ mi
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to cetli rodice, ani kdyz jsem se za noci budil a Cetl si to maturitni
vysvédcent zas a zas ...

... Ted s odstupem let myslivdim na jinaéi maturity, ted mys-
livdim na tu jistou dospélost, kterou jsem dosdahl moznd uz jako
chlapec, kdy jsem sedél na chodbé na kufru a dival se pozorné na
krabicku maticnich sirek, na kterych byla ndlepka, na které byla
zobrazena Zena, kterd na rukou méla détdtko, které v prstech dr-
Zelo tu samou krabicku maticnich sirek, a tedy na té malinké kra-
bicce byl mnohem mensi obrdzek Zeny, kterd na ruce drZela jesté
mensi détdtko, které drzelo zase jesté mensi krabicku matiénich
sirek, zmensugicich se ddl a ddl aZ do nekoneéna. MoZnd, Ze jsem
také tenkrat sloZil maturitu na vytecnou, kdyZ slecna Wanda, ta
rySavd houslistka, hrdila The Fascination a méla pemzové bilou
plet a zelen€ oéi a na nosiku trochu pih - a jd jsem se v téch jejich
ocich dobral samotného dna nejen Zenské krdsy, ale krasy vibec.
Na tuhle maturitu, na tyhle zkousky dospélosti ted éasto mysli-
vam, na ta podivuhodnd setkant s krdsou a plnou myslenkou, ve
které zakousim pocit nééeho, co je vice mneZ jd, co je nade mnou,
a presto ve mné.

Frantiska Langra uchvatila idea nekonec¢na v povidce Primka
v erveném ([15] , s. 21 - 32):

Ve vystavni sini Foyer de Seine ukazoval své malby jakysi
Dombrowitz a plakdt Tezany do linolea, pravdépodobné jeho vlast-
noruént vytvor, nazyval vystavu Primka v éerveném ...

... VeCernik France Soir o vystavé napsal:

Jedinou prednosti jeho vystavenych produkti je ... presnd pri-
most jejich primek. Ale i ta je podezreld. Je asi udélana podle znd-
mého receptu uZivaného na Skolach v hodindch geometrie. ,,Umé-
lec“ z jednoho konce obrazu na druhy asi napjal motouz husté
napustény bélobou. Pak motouz ponazvedl jako tétivu luku, spus-
til jej, nechal dopadnout do kraplakového ndtéru a tim vznikla na
ném bezvadnd primka. Takhle to délaji Skoldci s nakFidovanym
provdzkem na skolni tabuli. A néjaky ¢lovék to nazyvd uménim.

N. de Y.
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Autor Dombrowitz na kritiku reaguje:

Tohle darebdctvi nemohu nechat jen tak. Deset let pracuji, nez
jsem dosSel k zdavéru, Ze primka musi postacit, aby vyjadrila nej-
hlubst lidské pocity. Je-li sprdvné vsazena v ¢ase a v prostoru. Kus
vécnosti. Dokonalost tady na zemi. PokaZdé ji kreslim s takovym
soustredénim, Ze by stacilo vzkrisit mrtvého. A ten chlap mé pode-
Zrva z provazku, jako bych byl zednicky ucednik nebo malit pisma!

... Abych dokdzal planost pomluvy pana N. de Y., budu dne
7. zari o 16. hodiné na Place d’Alma verejné malovat novy obraz
z cyklu Primka ... At se pan N. de Y. dostavi, aby mohl na misté
zkontrolovat své turzeni a odvolat svij odsudek.

Produkce zadina ...

. zableskla svétla Zdrovek fotoapardti a rozsvitil se maly re-
flektor filmové kamery. Naplno zacal hucdet agregat v autu televize
a rozsvitily se jeji lampy, které zpocldtku prskaly, a kdyZ ztichly,
byly vystriddany vréenim prijimaciho apardtu. Tu prdvé Dombrowitz
zabodl hrot stétce do levého horniho rohu pldtna. A pak tahl ostrou
bilou ¢dru do pravého dolniho. Ocekdval jsem, Ze tak ucint jednim
rdazem, jako Tez britvou. Ne. Tahl stétec pomalu, pozvolna.

Nezdalo se, Ze Stétec mechdvd bilou stopu za sebou. Naopak,
jeho pomaly pohyb jako by zvolna, nucené ustupoval bilé barveé,
ktera se milimetr po milimetru za nim odnékud objevuje na platné.
Jako by ji zadrZoval, aby nenastupovala prilis prekotné, jako by
brzdil a hradil jeji ndval. Nebyla to spoluprdce stétce a barvy, ale
souboj Stétce s barvou.

Barva zvolna vitézila, stétec pred ni ustupoval. JenZe tak zvolna,
aZ to napinalo, znepokojovalo, plnilo obavou, Ze se néco stane, né-
kde to zadrhne, néco se prihodi, moznd i katastrofa. Stétec neo-
dold, vzda se a bila barva zaplavi pak cely svét. Asporni pul minuty,
snad celd, mozna i dvé to trvalo, a po cely ten cas jsem byl napjat,
cekal jsem a trnul, nez stétec, vliastné bild barva dospéla z jednoho
rohu platna do druhého.

Ztratil jsem védomi ¢asu po celou tu dobu, kdy se primka pohy-
bovala po pldtné. Ale i védomi cehokoli jiného. Vnimal jsem jenom
jt, jenom ji, a myslim, Ze stejné tak kruh lidi kolem stafii, a stejné
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i filmovy a televizni prijimac. Jeji rozeni se stalo zdleZitosti $i-
rokého okruhu. Chodci na ulici se zastavili. Aspon se mi zddlo,
Ze uZ neni slySet Soupdni podrdiZek a klapot podpatki o chodnik.
VEdél jsem, Ze stoji nehybné, ledaZe stoupaji na Spi¢ky a pohliZeji
napjaté sem k ndm, jako by tu ocekdvali néjaké zjeveni. A zddlo se
mi, Ze se i auta v jizdni drdze zastavila. Nebylo slyset ani rachot
motori, ani klaksony, ani svisténi pneumatik na asfaltu. Také auta
asi stala a zvedala své kapoty jako cumdky a vyvalila své sklenéné
oc¢i, aby vidéla pres hlavy divaku. I vrabci, kteri cely den Stébetaji
v korundch platani, utichli a divali se z vétvi doli na nas. Vsecko,
naprosto vsecko napjaté bralo ucast na zrozeni primky na pldtné.
Jak jsem tekl, stétec ji nevytvdrel. Naopak jen ji zdrZoval, dokud
nenabyla plné hustoty a tiZe. AZ se stala zralou k svému zrozent.
Ted oslavovdna tolika pohledy se sama ze sebe vytvdrela, vznikala,
ztélesmiovala.

A ja jsem pochopil, Ze to neni lecjakd primka, néjakd pouhd
primka, primka kvuli primce. Neni. Nepohybuje se jako kazZda
primka v case a v prostoru, ani po pldtné a v barvé. Ale Ze jeji
zaldtek je nékde v nekoneénu a v bezéasu. Ze minutu dvé byla
zadrZena Stétcem a pobyvd na nasi planeté v koneénu a v Case.
Ze vsak za okamzik tamhle z rohu pldtna zase ubéhne do beze-
dného kosmu a zmizi v ném na véky véku. Takovd je to primka!
Abstraktni primka! Nikdy jsem vlastni smysl abstrakce nepocitil
ktery své primky tolikrdt vytvdrel, takZe jsem ted pojal velkou tctu
k dilu tohoto c¢lovéka, které se na prvy pohled zddlo tak jednoduché
a skromné.

Kdyz primka prekrocila okraj pldtna, malit zvedl Stétec jako ji
na pozdrav a mdm na znameni, Ze skoncil. Vsecko se opét nahle
rozzvucelo a rozhybalo, auta, lidé, dovréely kamery, muzi od tele-
vize s krikem stdaceli kabely, vrabci opét pistéli. A na platné pred
ndmt se nad kraplakovym pozadim skvéla napjata bila cara, uzkd,
ostrd jako vryp sklendrského diamantu do cervené glazury vzdcné
majoliky. Divdci se rozchdzeli, rozjely se pracovni vozy i franceso-
rousk€ auto. Nékteri z malitovych kolegi zavolali na rozlouéenou
Bravo, Dombrowitz, jini odchdzeli nespokojeni. Ocekdvali pordadny
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skanddl, jaky stdle jesté vyvoldvalo kaZdé verejné vystoupeni abs-
traktivisti. Dnes skanddl nebyl. Straznik se znovu pribliZil, vrhl na
pldtno témér znalecky pohled, ale pak se k nému opovrzlivé obrd-
til zady. Moznd sdm v nedéli maluje, jenZe doopravdy. Krajiny a
takové véci.

. Cerven€ pldtno bilou primkou roztrZené ve dvi, jako chrd-
movd opona.

. obraz vznikl pfed myma oéima jako bezmdla zdzrak. Jako
primka, kterd pFichdzi z nekoneéna a ubihd do nekoneéna. A kterou
malit na minutu dvé zadrZel na nasi planeté. Jako primka, kterd
se pohybuje mezi véénosti minula a véénosti budoucna. A umeé-
lec ji na jednu nebo dvé minuty pFipoutal k nasi pritomnosti. Ze
jeji tvirce, Dombrowitz se jmenoval, jeho krestni jméno ani ne-
zndm, vytvoril touto krdsnou, presnou, napjatou primkou nejéistsi
abstrakci, k jaké miZe uméni dostoupit.
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