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CTVERECKOVANY PAPIR, TROJUHELNIKY
A PICKOVA FORMULE

MILAN HEJNY, DARINA JIROTKOVA

Na obrazku 1 je nakresleno jedenact trojahelniki na ¢tverec-
kovaném papife. Jsou to mrizové trojihelniky, tedy takové, které
maji vSechny tfi vrcholy v miiZovych bodech &tvercové sité!.

T

Viimnéme si, ze trojihelnik a, jehoZ obsah je S = %, nem4

kromé vrcholi Zaddny mriZovy bod ani na hranici ani uvnitr.
Trojahelnik b s obsahem S = 1 ma na hranici 4 mriZové body
(z nich t¥i jsou vrcholy), ale Zddny mfiZovy bod nelezi uvnitf
tohoto trojahelniku. Trojuhelnik d s obsahem S = 2 m4 tii
miizové body na hranici (jsou to vrcholy) a jeden mfiZovy bod
uvnitf. Trojihelnik f s obsahem S = 2 m4é ¢tyri miiZzové body na
hranici a jeden mfiiZovy bod lezi uvniti trojihelniku. U kazdého
z trojuhelniki na obrazku 1 evidujeme tfi adaje: h = pocet
mrizovych bodi na jeho hranici, v = pofet mriizovych bodi
lezicich uvnitf trojihelniku a S jeho obsah. Prehledné je soubor
vSech téchto 33 idaji uveden v tabulce 1.

I MfiZovym bodem rozumime prise¢ik linek &tveretkovaného papiru.
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alblc|d|e|f|g|h|i|j|k

h|3|4|5(3|6|4|3|7|8|4]|6

v |0j0fOf1]|]0f1]2(0]|0]|2]1

L1313 12/2|12(5(3|3]3
Tab. 1

Podivéate-li se podrobné na udaje do tabulky, vidite, Ze tfi ¢isla
kazdého sloupce (h, v, S) jsou vazdna ne pfili§ slozitym vztahem:

S =v + h_ 1, (1)
2
ktery nese jméno Pickova formule?.

Pickova formule davéd jednoduchy navod na urceni obsahu
miizového trojuhelniku. Plati nejen pro trojihelniky, ale i pr.
miizové Ctyrihelniky, pétithelniky, obecné pro vSechny mrizové
n-thelniky.

Diikaz Pickovy formule najde ¢tenar v ¢asopise Kvant, ¢islo 12,
ro¢nik 1974, strana 42. Z formule (1) okam?Zité plyne toto duleZité
tvrzeni:

Tvrzeni 1. Je-li S obsah mtiZového mnohotuhelniku, pak 2S je
Cislo prirozené.

K reSeni nésledujicich tloh budeme vyuZivat tato pomocné
tvrzeni:

Tvrzeni A. Jsou-li A, B mtiZové body, je i obraz sA(B) bodu B
ve stredové soumeérnosti se stredem A mriZovy bod.

Tvrzeni B. Je-li na mriZové usecce jediny dalsi mriZovy bod, pak
je to stred iusecky.

Tvrzeni C. Je-li na miZové useéce AB kromé bodu A, B jesté
dalsich n mFiZovijch bodiu, pak vzddlenost kterychkoliv soused-

2Georg Alexander Pick (1859-1942), n&mecky matematik, po 40 let
profesor na né&mecké univerzité& v Praze.
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v/ v

nich dvou z téchto n + 2 mriZovych bodi je stejnd a rovnd se
1

(n+1)|AB|’

V tomto ¢lanku se na Pickovu formuli podivame z jiného konce.
Nebudeme hledat obsahy trojuhelniki, ale obracené, k danému
obsahu S budeme hledat v8echny mozZné mfizové trojihelniky
s riiznymi &isly h a v. Tak napiiklad pro S = 2 m4 rovnice (1) tfi
moznd feSeni: h =7, v =0, nebo h = 5, v = 1 a kone¢né h = 3,
v = 2. Z téchto tfi FeSeni je prvni pripad realizovin trojuhelnikem
h z obrazku 1, tfeti trojihelnikem g, ale druhy pripad na obrazku
1 realizovan neni. Pokusme se jej najit.

Uloha 1. Najdéte mifZovy trojuhelnik, pro ktery je h = 5, v = 1.

Dlouho jsme se snazili, feSeni se nam vSak najit nepodafrilo.
Postupné jsme dochazeli k nazoru, Ze naSe Gsili je marné, a tak
jsme se pokusili o feSeni jiné tlohy.

Uloha 2. Dokaite, %e neexistuje miizovy trojahelnik, pro ktery
jeh=8,v=1.

Tuto Glohu se nam vyreSit podari. Zkoumejme podrobné roz-
lozeni mriZzovych bodl na strandch hledaného mriZového troju-
helniku. Kromé tfi vrcholi musi hyt na hranici hledaného troj-
uhelniku jesté dalsi dva mriZové body. Nastivaji tedy pravé dvé
moznosti:

I. Na jedné strané trojuhelniku lezi ¢tyri mriZzové body
(obr. 2). V tomto pfipadé lze sestrojovany trojihelnik
rozlozit na tfi mriZzové trojahelniky, které maji stejny
obsah S’. (Trojaihelniky maji stejné vysky a podle Tvrzeni
C maji shodné i odpovidajici strany.)

Je-li S’ = %, pak obsah S ptvodniho trojahelniku je
Je-li S’ =1, pak S = 3. V Z4dném pfipadé neni S =
coz z udaju h = 5, v = 1 vyplyva podle (1).

II. Na dvou stranéch trojihelniku lezi vZdy tfi mrizové body
(obr. 3). Pfi oznadeni podle obrdzku 3 musi byt D stied
strany AB (tj. D = A—o0—B) apodobné E=A—-o0-C.
Ozna¢me F = B — o0 — C. Ctyithelnik ADFE je potom
rovnobéznik. Protoze tfi z vrcholi tohoto rovnobézZniku
jsou mrizové body, je podle Tvrzeni 5 nutné i étvrty vrchol

Njowo|w

)
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bodem mfiZovym. Potom je ale pro tento trojahelnik ABC
h > 6, coz odporuje zadani.

Obr. 2 Obr. 3
Mrizovy trojahelnik, kde h = 5 a v = 1, neexistuje.
K ukonceni feSeni tlohy 2 musime jesté dokazat Tvrzeni 1. Tuto
ulohu prenechame Cétenari.

Dalsi naro¢néjsi ilohu rozdélime do ¢tyr kroku:
Uloha 3. DokaZte postupné vSechna nasledujici Tvrzen.

Tvrzeni 2 Do roviny, na niZ je nakreslena ¢tvercovd sit, lze zavést
soutadnicovou soustavu tak, Ze plati:

Bod Z(z,y) je mfiZovy pravé tehdy,

kdyZ obé souradnice z, y jsou cel4 ¢isla. (2)

Tvrzeni 3. Jsou-li U(a,b), V(c,d) dva libovolné body, pak bod
W =U —o0—V md souradnice W(a+ 5,b+ %).

Tvrzeni 4. Ctyrihelnik KLMN je rovnobéznik pravé tehdy, kdyz
K—o0o—-M=L-0-N.

Tvrzeni 5. Necht ctyrihelnik KLMN je rovnobéznik na ctverec-
kovaném papite. Potom plati: Jsou-li tri z vrcholi K, L, M, N
body mriZové, je i ¢turty z nich bodem msiZovym.

Primym disledkem posledniho tvrzeni je

Tvrzeni 6. Jsou-li v mriZovém trojiuhelniku stredy dvou jeho stran
body mriZové, pak i stied treti strany je bod mriZovy.
Uloha 4. Najdéte vSechny moZnosti pro hodnoty h, v, kdyz S =
=2,%,3,1,4,2.

1921999 % 5

Reseni: viz tabulka 2.
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Tab. 2

V dalsim zaméfime na$i pozornost na otazku, které z téch
pripadl lze a které nelze realizovat. Z ptredchéazejiciho vime, Ze
oba pfipady pro S = 2 realizovat lze (obrazek le, 1f), Ze pro
B = -g- dva pripady realizovat lze (obrazek 1h, 1g) a jeden nelze
(dloha 2), Ze pro S = 3 lze realizovat vSechny tfi pfipady (obrazek
1i, 1j, 1h).

Uloha 5. Které ze &tyr pifpadd tabulky 2 pro S = I lze
realizovat?

Regen{ (C4ste¢né). Podafilo se ndm realizovat jen dva p¥ipady:
Pro AOAB,0(0,0), A(7,0), B(0,1) je h=9 av =0.
Pro AOCD,0(0,0),C(3,4),D(4,3) je h = 3 av = 3. Jak je to
s pfipady h =7,v=1a h = 5, v = 2, zatim nevime, mame vSak
podezreni, Ze ty realizovat nejde.

Uloha 6. DokaZte, Ze neexistuje miizovy trojihelnik s &isly h = 7,
g=1, 5= -;—

Reseni. Pfedpoklddejme, Ze se ndm hledany trojihelnik ABC
podafilo najit. Kromé tii vrcholi lezi na jeho hranici je$té pravé 4
dalsi mriZové body. Necht AB je ta strana, na niz lezi nejvice
miizovych bodi. Pak je tento polet (vfetné bodi A, B) bud
6, nebo 5, nebo 4. Spojme bod C s kazdym mfiZovym bodem
strany AB. Tim vznikne rozklad trojuihelniku ABC na mfiZové
trojahelniky se stejnym obsahem S’. Jejich polet je 5, nebo 4,
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nebo 3. Protoze S = %, musi byt S’ rovno {5, nebo %, nebo I.

Vsechny tfi uvedené moznosti odporuji tvrzeni 1.

Uloha 7. Dokazte, Ze neexistuje m¥izovy trojihelnik s &isly A = 5,

t=2a8= %
Reseni pfenechidme &tenafi.

Uloha 8. Které ze &ty¥ piipadd tabulky 2 pro S = 4 lze realizovat?
Reseni. Podafrilo se ndm realizovat vSechny &tyfi pripady:

Pro AOAB,0(0,0), A(8,0),B(0,1) je h=10av =0.

Pro AOCD, 0(0,0),C(4,0),D(0,2) je h=8av = 1.

Pro AOEF,0(0,0),E(4,0),F(1,2) jeh=6 av = 2.

Pro AOGH,0(0,0),G(2,0), H(1,4) je h =4 a v = 3.

Uloha 9. Které z péti piipadt tabulky 2 pro S = % 1ze realizovat?
Reseni (¢4stecné). Podafilo se ndm realizovat &tyfi pripady:

Pro AOAB,0(0,0),A(9,0),B(0,1) je h=11av = 0.

Pro AOCD,0(0,0),C(3,0),D(0,3)jeh=9av=1.

Pro AOCE, 0(0,0),C(3,0), E(1,3),je h=5av = 3.

Pro AOFG,0(0,0), F(5,4),G(4,5) je h = 3 a v = 4.

Pripad h = 7, v = 2 je nutno je$té proSetrit.

Uloha 10. Dokazte, %e neexistuje m¥izovy trojahelnik s &sly h =

=7,v=25=2.

Reseni. Probereme vSechny moznosti pro h = 7, bez ohledu na
¢islo v.

Kombinatoricky vzato existuji 4 moznosti rozloZeni mfizovych
bodl na hranici trojihelniku. Jsou nacrtnuty na obrazku 4. Uka-
zeme, ze pripady na obrézcich b, c, d nejsou realizovatelné. V pri-
padech b a d dochézi k tomu, Ze stfedy dvou stran trojihelniku
jsou mrizové body a stied tieti strany mfiZovym bodem neni —
to odporuje Tvrzeni 6. V pripadé c lze lehce pomoci Tvrzeni 5
dokazat, Ze i na treti strané trojihelniku musi byt dal$i dva mfi-
zové body. Zustava tedy pripad a. Rozdélime tento trojihelnik
na 5 miizovych trojihelnikli Gse€kami spojujicimi vrchol troja-
helniku se vSemi mriZzovymi body na protilehlé strand. Obsahy
téchto trojuihelnikl jsou stejné. Oznaéme je S’. Potom bude ob-
sah celého trojihelniku S roven 55’. Jestlize je ale S = 2, pak

S' = &, coz odporuje Tvrzeni 1.
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Cilem predloZeného €¢lanku bylo upozornit ¢teniie na zajima-
vou problematiku a nikoliv dat jeji vyCerpavajici feSeni. Domni-
vame se totiz, ze sama ¢innost a snaha reSitele najit iplné reSeni
problému je cennéj$i nez ¢teni vyreSeného problému. V této oblasti
existuje hodné smysluplnych otazek vyzyvajicich jak ke konstruo-
vani zatim nezndmych objekt, tak k dokazovani neexistence ob-
jektt. Jsme presvédceni, Ze toto geometricko—konstruktivisticko—-
aritmetické prostiedi 1ze dobre vyuzit pedagogicky.

A A L

Obr. 4
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