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TECNY A POLOTECNY

DAG HRUBY

Pojem tefny patii k zdkladnim matematickym pojmim. Po-
dobné jako jiné pojmy prodélava také pojem te¢ny pfi vyuce mate-
matiky na osmiletém gymnaziu svij vlastni vyvoj. Od elementarni
predstavy jako primky, kterd ma s kruznici pravé jeden spoleény
bod, az po charakteristiku teény pomoci derivace funkce. Cilem
tohoto sdéleni neni ale popis toho, jak je pojem teény zpresio-
van v pribéhu osmi let studia na gymnéaziu. Zdmérem autora je
upozornit na jisté rozsireni pojmu derivace funkce v bodé.

Nasledujici text o te¢nach je uréen spie uéitelim matematiky,
nez jejich zdkim. Na vyklad niZe uvedenenych pojmi neni ziejmé
ve vyuce matematiky na stfedni Skole prostor a cas.

Diivodem k napsani tohoto ¢lan-
ku byla diskuze kolem funkce f: y =
= 3. Graf této funkce ma v bodé
T[0,0] te¢nu o rovnici y = 0. Te¢nou
je tedy osa x, smérnice této tecny je
f'(0) = 0. K funkci y = z3 existuje
funkce inverzni ¢: y = /z. Nabizi
se otazka, jak je to s tecnou grafu
funkce ¢ v bodé T[0,0]. Logicka
odpovéd je, Ze touto te¢nou je osa y.
Jak se to ma ale ,vypocitat“? Pro
funkci ¢ zfejmé plati:

¢'(z) = %w

Vyraz ¢'(0) neni definovdn. Znamend to tedy, Ze funkce ¢
nemd v bodé 0 derivaci? Zde se dostavame do diskuze tykajici se
miry presnosti naSeho vyjadrovani pfi vyuce matematiky. Mozné
si polozime otazku, zda jsme pojem derivace svym studentiim
vylozili spravné. Vypoctéme nyni derivaci funkce ¢ v bodé 0 podle
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definice derivace:

oy i 2@ —00) _ . YE— Y0 _
FO=m 0 TS0 -
3
=11m—\/5=lim 31 = +00
z—0 I z—0 /2

Funkce ¢ derivaci v bodé 0 m4, je to vSak derivace nevlastni.

Podobnym zpisobem mizeme pracovat s funkci g: y = sin|z|.
Na rozdil od predchazejiciho pripadu nemé funkce g v bodé 0
derivaci vlastni ani nevlastni, a jeji graf nemd v bodé T0,0]
te¢nu. Pokud bychom se vSak rozhodli pro vypocet jednostrannych
derivaci funkce g v bodé 0, dostali bychom

sin|z| —sin0 sin x| - sinz

/ = Ii . _ sinz _
9+(0) z_l’rg_*_ z-0 zl—lbrg+ T :z:L)0+ & !
a podobné
F )= lpg ZB=SOD g SEEl g SECE
z—0— z—0 z—=0—- z—0— x

Otéazkou je, jaka je geometrickd interpretace ¢isel g/, (0), g” (0).
Zda se, ze by bylo mozZné zavést takové pojmy jako tecna v bodé
zprava, resp. tecna v bodé zleva. Takové te¢ny by byly polopiimky
a v naSem pripadé by mély rovnice

y=z,y>0 resp. y=-z,y2>0.
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V predchéazejicim textu bylo naznafeno, Ze pojem derivace
funkce v bodé a s tim souvisejici pojem te¢ny grafu funkce v tomto
bodé je ponékud S$irsi, nez by se na prvni pohled zdélo.

Nyni bude vysloveno nékolik tvrzeni tykajicich se derivace
funkce v bodé a na zavér si vypoéteme nékolik priklad.

Vlastni derivace funkce

Definice 1. Funkce f ma v bodé z¢ € R vlastni derivaci, je-li f
definovana v okoli bodu zg a existuje-li vlastni limita

T f(x) = f(zo)

T—To T — Xo

= f'(xo).

Geometrickd interpretace: Cislo f'(z¢) je smérnice te¢ny grafu
funkce f v bodé T'[zo, f(z0)].

Definice 2. Necht funkce f mé v bodé z¢ vlastni derivaci f'(zq).
Te¢na grafu funkce f v bodé T'[zo, f(zo)] je pfimka prochézejici
bodem T'[zq, f(zo)] se smérnici f'(zo). Tato te¢na mé rovnici

y — f(zo) = f'(z0)(z — o).

Véta 1. Ma-li funkce f v bod€ o vlastni derivaci, je v tomto bodé
spojita.

Obracena véta neplati. Funkce f : y = |z| je spojitd v bodé 0,
vlastni derivaci vSak v tomto bodé nemaé.

Pri bézné vyuce se diraz na slovo ,vlastni“ neklade. Je to
celkem pochopitelné, protozZe s jinymi derivacemi nez vlastnimi se
studenti gymnazia zpravidla nesetkaji. Pfi naro¢néj$im zptisobu
diskuze o pojmu derivace se oviem bez pojmu vlastni a nevlastni

derivace neobejdeme.

Definice 3. Rekneme, ze funkce f mé v bodé& zo vlastni derivaci
zleva, je-li f definovana v jistém levém okoli bodu z¢ a existuje-li
vlastni limita

= f'_(l'o)-

T—>To— T

i (@) = £(z0)
—
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Definice 4. Rekneme, Zze funkce f ma v bodé& zo vlastni derivaci
zprava, je-li f definovdna v jistém pravém okoli bodu zo a
existuje-li vlastni limita

i (@) = £(@o)

g—z0+ T — X

= fi(zo).

Geometricka interpretace jednostranné derivace:

Cislo f' (wo) je smérnice tzv. levé poloteény a &islo fi(zo) je
smérnice tzv. pravé poloteény grafu funkce f v bodé T'[zo, f(zo)]-
Tyto polote¢ny jsou polopiimky o rovnicich

y — f(z0) = fL(z0)(z — 20), y — f(z0) = fi(20)(x — 20)

s uvedenim podminky pro y. Zfejmé je bud y > f(zo) nebo
y < f(zo).

Véta 2. Funkce f md v bodé xo derivaci f'(xo) prdvé tehdy,
kdyZ md v bodé xo derivaci zleva f! (z¢), derivaci zprava f' (zo)

a plati-li
fL(zo) = fi(2o).

Jsou-li jednostranné derivace funkce f v bodé zo navza-
jem riazné, f'(zo) # fi(x0), pak neexistuje derivace f'(zo) a
v dtsledku toho neexistuje ani tefna grafu funkce f v bodé
T[xo, f(xo)]. Jsou-li derivace f (zo), f}(zo) vlastni, ma graf
funkce f v bodé T'[zo, f(zo)] dv& navzajem rtzné poloteény.

Nevlastni derivace
Definice 5. Rekneme, 7e funkce f m4 v bodé zy nevlastni derivaci
+00, existuje-li limita

oo £(@) = (o)

z—To T — T

= +o00.
Definice 6. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé zo nevlastni derivaci
—00, existuje-li limita

lim f(z) = f(=zo) _ _

r—To r — X
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Geometricka interpretace nevlastni derivace:
Je-li derivace f'(zo) nevlastni a je-li funkce f spojitd v bodé zo,
povazujeme za teénu grafu funkce f v bodé T'[zo, f(zo)] pfimku,
kterd prochazi bodem T a je rovnobézna s osou y. Rovnice této
teCny je x = xp.

Nabizi se otazka, zda i v pfi-
padé nevlastni derivace plati véta
obdobné vété 1. Odpovéd je v tomto
pripadé zaporni. Ma-li funkce v bo- , —
dé nevlastni derivaci, nemusi byt
v tomto bodé spojita. Prikladem ta- 0 z
kové funkce je funkce f: y = sgnz.
Pro derivaci této funkce v bodé 0 do-
stavame

. sgnxz —sgn0 . sgnzx
hmi——Lz lim g
z—0 x—0 z—0 g

= 400

Funkce f: y = sgnz ma tedy v bodé 0 nevlastni derivaci +o0, ale
v bodé€ 0 spojitd neni.

Definice 7. Funkce f mé v bodé xy € R nevlastni derivaci zprava,
je-li f definovana v jistem pravém okoli bodu zy a existuje-li
nevlastni limita

lim f(z) = f{zo) _ +00, resp. lim f(z) = f(=o) _ _

T—rz0+ T — X T—To+ T — X

Geometricka interpretace:

Je-li derivace funkce f v bodé zy zprava nevlastni a je-li
funkce f spojitd v bodé ¢ zprava, pak graf funkce f ma v bodé
T[zo, f(z0)] poloteénu. Tato poloteéna je rovnobéZnd s osou y a
ma rovnici £ = zp s uvedenim podminky pro y. Zfejmé je bud
y 2 f(zo) nebo y < f(zo).

Definice 8. Funkce f ma v bodé zo € R nevlastni derivaci
zleva, je-li f definovana v jistém levém okoli bodu zg a existuje-li
nevlastni limita

i f@=f@0) L @) = fa)

T—To— T — To zZ—To— r—Zo
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Geometrickd interpretace:

Je-li derivace funkce f v bodé z¢ zleva nevlastni a je-li funkce f
spojitd v bodé zg zleva, pak graf funkce f ma v bodé T'[zo, f(zo)]
polote¢nu. Tato polotefna je rovnobézna s osou y a mé rovnici
T = xo s uvedenim podminky pro y. Zfejmé je bud y > f(zo)
nebo y < f(zo).

V literature jsou zpravidla uvadény ¢tyri nejvyznamnéjsi pri-
pady teCen grafu funkce, které jsou rovnobézné s osou y. Tyto
pripady si ukdZzeme na nasledujicich funkcich. Ve v8ech pripadech
budeme hledat rovnici te¢ny grafu funkce v bodé T2, 1].

o fiiy=14+Yx—2

. 3 —_— —_ — 3 _— . 3 — .
lim Le¥e=3=1-93-2 _ Jip Y222 = fij —dee = +00.
T—2 < z—2 T z—2 v/(z—2)2

Graf funkce f; ma v bodé T'[2, 1] te¢nu o rovnici z = 2.

o fary=1— vz -2
lim 1“\3/5__3_§+m = lim =Y==2 — lim —=lee = —00

z—2 - z—2 T2 z—2 ;3-/- (z—2)2

Graf funkce f ma v bodé T'[2, 1] te¢nu o rovnici z = 2.

)

4

—

| > |
(0] 12 x 0O 2 z
~ S~
I I
| |

Funkce fi: y=1+ /x — 2 Funkce fo: y=1—/z —2
o f3:y=1+ 3|z —2|.

Funkce f3 nema v bodé 2 derivaci, ma vSak derivaci v bodé 2
zprava a zleva.
. 14 ¥ jz—~2]—~1- ¥/|2-2] . 33{|2—2| . 1
lim = = [lim — = lim = = 4+
T2+ o z—2+ T z—2+ {/|z-2|?
+00;
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1+ ¥/|z—2|-1- ¥/|2-2| — lim Y1=-2] — Im -1 _
T—2— z—2 z—2— T2 z—2— {|z—2|2
—00.

Graf funkce f; ma v bodé T'[2,1] dvé polotecny. Obé poloteény
jsou totozné a maji rovnici x = 2, y > 1.

o firy=1- |z —2|.
Funkce f4 nemd v bodé 2 derivaci, ma vSak derivaci v bodé 2
zprava a zleva.

. 1—- ¥jz—2]-1+ ¥12-2 ; - {lz—2 . -
lim AR e A A ST lim 2=2 _ i b = —00;

r—2+ z—2 z—2+ z—2 z—2+ V|z—2|2

. 1- ¥z—2|-1+ 3/12—2 . - |z—2 .
lim Viz-2| 2+ via=3l _ lim _____Izz_l = lim == = 400.
z—2— = z—2— L= z—=2— V/|z—2|2

Graf funkce fs ma v bodé T[2,1] dvé polotedny. Obé poloteiny
jsou totozné a maji rovnici z = 2, y < 1.
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I

lim

Q
&Y
\
/aY
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|
— |
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I

Funkce f3:y =1+ {/|z — 2| Funkce fary=1-3/|z - 2|

Priklad 1. Pro funkci f: y = el®l zfejmé plati:

7 _ . e"l - _ . e~ % _ _
L0 = lig 57 = i = g\
= -1

- b
|=| F
/ : e —1 : e’ —1
0) = lim ——— = Ilim = 1.
f+( ) z—04+ T z—04+ %

Vzhledem k f!(0) # f.(0) nemd
funkce y = el®l v bod& 0 derivaci
a tedy neexistuje v bodé T[0, 1] ani
te¢na grafu funkce f. Existuji vSak
dvé rizné polotecny. Leva polote¢na 0 >

grafu funkce f v bodé T[0,1] ma
rovnici
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y=fL(0)(z —zo) + f(zo) =—z+1,y 21
a prava polote¢na mé rovnici
y=f1(0)(z —z0) + f(z0) =2+1, y 2 1.

Priklad 2. Funkce f: y = 22 — 4|z — 1| nem4 derivaci v bodé 1.
Plati ,
(1) = Lim ==fle=ll=1 S\

z—1— z—1

= lim =4dE=5 ¢

z—1— T=

/ . . z2—4|z—1|—-1 _
10 = i, ot
= lim 22z4e43 _ _g \

z—14 z—1 O T
Podobné jako v predchézejicim pri-

kladu dostdvame dvé poloteény. Le-

v4 polotecna grafu funkce f v bodé

T[1,1] mé rovnici

y = fL(zo)(z —m0) + f(20) =6(z-1)+1=62-5, y<1

a prava polote¢na ma rovnici

y = fL0)(z —x0) + f(xo) =—2(x—-1)+1=-22+3, y< 1.
Priklad 3. Funkce f:y = \/m mé nasledujici jednostranné
derivace v bodé 0:

fL(0) = lim @ = lim 3? = —00;

z—0— z—0—

E B

' 1 Viel _ s vz _
f+ (O) N a:l—l)r(l;l+ z z!g{)l-i- z g
V tomto pripadé jsou obé poloteény grafu funkce f v bodé

T[0,0] totozné. Je to polopfimka z = 0,y > 0.
y‘ y‘

Funkce f:y = +/|z| Funkce f:y=+vz -1
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Priklad 4. Funkce f: y = vz — 1 m4 v bodé 1 pouze jednostran-
nou derivaci zprava f)(1) = lim Yzl — im ﬁ = +00.

z—14+ %1 z—1+
Graf funkce f ma& v bodé 1 pravé jednu poloteénu o rovnici

=19 20.

P¥iklad 5. Funkce f: y = 27(z — v/22) mé v bodé 0 nasledujici
jednostranné derivace:

b I e 2@=VED) o 1) Y
f3(0) = lim, z i (1 "%') - A
= —00;
" o 27(z-YZ2) . 1) _
fL0) = lim TE=Y=) = him 27(1- o) =
ot : . ol A =
Graf funkce f mé v bodé 0 polote¢nu o rov-

nici z=0, 9y < 0.

derivace funkce v bodé zy mohou nastat

tyto situace:

a) funkce mé v bodé xo vlastni derivaci;

b) funkce m4a v bodé z( vlastni derivaci zprava,;
c) funkce mé v bodé z( vlastni derivaci zleva;

d) funkce ma v bodé xy nevlastni derivaci;

e) funkce ma v bodé zy nevlastni derivaci zprava;
f) funkce ma v bodé zo nevlastni derivaci zleva.

Na zavér miizeme shrnout, Ze v pripadé *I

Ulohy:

1. Sestrojte graf funkce f: y = |22 —4|z—1|| a vypo¢téte derivace
ve vSech nulovych bodech funkce f.

2. Sestrojte graf funkce f: y = 8 — |22 — 4z| a napiSte rovnice
polotecen grafu funkce f v bodech P[0, 8], Q[4, 8].

3. Sestrojte graf funkce f:y = arctan|z| a napiSte rovnice
polotecen grafu funkce f v bodé T'[0, 0].

4. Sestrojte graf funkce f:y = (%)m a napiste rovnice poloteéen
grafu funkce f v bodé T[0, 1].

5. Jsou dany funkce f(z) = z"sini pro z # 0 a f(0) = 0.
VySetrete derivace a spojitost funkci v bodé 0 pron = 1,2, 3.



