Ucitel matematiky

Bohdan Zelinka
Ctvercové matice a jejich ¢tverce

Ucitel matematiky, Vol. 7 (1999), No. 3, 155-159

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150996

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematika a fyzikd, 1999

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/150996
http://dml.cz

155

CTVERCOVE MATICE A JEJICH CTVERCE

BOHDAN ZELINKA

Zékladni pocitani s maticemi ndm muze slouzit k pocviceni
v upravéach ciselnych rovnosti, a to nejen u zaku zajmovych
krouzki, ale i u nds samotnych. MuZe nds pfitom i pobavit,
protoze vyhovuje na$i touze po poznani neznamého. Nebudeme
se ovSem zabyvat imornym pocitdnim s maticemi o velkém poctu
radkt a sloupcu. Budou ndm staéit ¢tvercové matice druhého
radu, to jest o dvou radcich a dvou sloupcich. Vzhledem k tomu,
ze Ctvercové matice prvniho rddu jsou vlastné pouhéd cisla, je
docela zajimavé, kam se dostaneme postupem o jeden rad vySe.
Coz si takhle vSimnout ¢tverctu takovych matic? Docela muzeme
byt zvédavi, kdy se ¢tverec matice rovna nulové matici, ¢i puvodni
matici, ¢i jednotkové matici, ¢i minus jednotkové matici. A nebude
tak tézké ukojit zvédavost (¢i lépe FeCeno zvidavost) vlastni
snahou. Zakladni poznatky o pocitani s maticemi jsou popsany
naptiklad v knize [1].

Matici, z niz budeme vychazet, budeme znacit

a b
M= (3 )

M? — a’?+bc bla+d)
~ \ela+d) be+ d?

potom mame

Obvyklym zpusobem budeme znacit nulovou matici

o= (3 2)

a jednotkovou matici
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Omezime se pouze na matice s redlnymi c¢leny.
Zkusme napted rovnici M? = 0. Pro jednotlivé ¢leny matice
pak plati rovnosti:

a?+bc=0,
bla+d)=0,
cla+d) =0,
bc+d>=0.

Vsimneme-li si druhé rovnosti, napadne néas, ze bude asi vhodné
rozliSovat pripady b # 0 a b = 0. Necht tedy b # 0. Potom
z druhé rovnosti mame d = —a. Z prvni rovnosti pak dostavame
¢ = —a?b~1. NapiSeme-li si nyni matici

(Lo 2)

a umocnime-li ji na druhou, dostaneme matici 0. ReSenim je tedy
libovolna matice z dvouparametrické soustavy (1), kde a probiha
vSechna redlna ¢isla a b vSechna nenulova redlna cisla.

Nyni vezméme pripad b = 0. Z prvni rovnosti dostavame a = 0
a ze Ctvrté d = 0. Pritom ¢tverec matice

> C9)

pfi libovolném c¢ je roven matici 0. Vlastnost M? = 0 ma
tedy libovolnd matice bud z dvouparametrické soustavy (1) pro
libovolné a a libovolné nenulové b, nebo z jednoparametrické
soustavy (2) pro libovolné c.

Hned tady vidime zajimavou véc - v oboru matic existuje néco,
co by se dalo nazvat ,netrividlni odmocninou z nuly“. Zadné
nenulové ¢islo (ani redlné, ani komplexni) nemé druhou mocninu
rovnou nule. Existuji vSak matice, jejichz C¢tvercem je nulova
matice, ale které samy nemuseji mit ani jeden nulovy ¢len; pro

a=2,b=1 je to matice
2 1
-4 =2
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Nyni zkusme zjistit, které matice M spliiuji rovnost M? = M;
tém se rikad idempotentni. Prislusné rovnosti lze upravit na tvar

ala—1)+bc=0,
bla+d—-1)=0,
cla+d-1)=0,
bc+d(d—-1)=0.

Opét budeme rozlisovat b # 0 a b = 0. V prvnim pripadé mame
z druhé rovnosti d = 1 — a a z prvni rovnosti ¢ = a(1 — a)b~>.
Mame opét dvouparametrickou soustavu

(ot oy 120)

pro libovolné a a libovolné nenulové b. V pripadé b = 0 dostavame
z prvni rovnosti, ze bud a = 0, nebo a = 1; ze ¢tvrté rovnosti
dotdvame totéz pro d. RozliSujme jesté ¢ # 0 a ¢ = 0. Je-
li ¢ # 0, pak ze tfeti rovnosti mame d = 1 — a a dostavame
jednoparametrické soustavy

(e1) > ()

pro libovolné nenulové c. Kone¢né pro ¢ = 0 mame ¢tyri moznosti

o=(58) (59 () ==(2Y)

Jak to bude s determinantem idempotentni matice? Jak vime,
vSechny ¢tvercové matice téhoz radu s nenulovym determinantem
(tedy regularni) tvori vzhledem k nasobeni grupu. V grupé je
pravé jeden idempotentni prvek, a to prvek neutrdlni - v naSem
pripadé E. Ostatni idempotentni matice v naSem pripadé museji
mit determinant nulovy.
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A ted zkusme M? = E. Pfisluiné rovnosti po tpravé jsou

a?+bc—1=0,
bla+d)=0,
cla+d) =0,
be+d?—-1=0.
Pro b # 0 mame z druhé rovnosti d = —a a z prvni rovnosti

¢ = (1 - a?)b~!. Mdme dvouparametrickou soustavu

(a-ap )

pro libovolné a a libovolné nenulové b. Pro b = 0 mame z prvni
rovnosti |a| = 1, ze ¢tvrté |d| = 1. Je-li pfitom ¢ # 0, mame z tieti
rovnosti d = —a a dostavame tedy jednoparametrické soustavy

(e 5) - (1)

pro libovolné nenulové c. Pro ¢ = 0 pak mame je$té matice

==(30) (0 0) (39 (3 4)

Samoziejmé mozné determinanty jsou 1 a —1. U uvedené dvoupa-
rametrické soustavy se vyskytuje pouze determinant rovny jedné,
u jednoparametrickych soustav pouze rovny minus jedné.

A jesté bychom mohli zkusit rovnost M? = —E, kde

==(0 %)

Vime, Ze neexistuje redlné &islo s druhou mocninou rovnou —1;
jakpak to bude s maticemi? Odpovidajici rovnosti jsou

a?+bc+1=0,
bla+d) =0,
cla+d) =0,

bce+d?*+1=0.



CTVERCOVE MATICE A JEJICH CTVERCE 159

Pro b # 0 dostavime z druhé rovnosti d = —a a z prvni rovnosti
¢ = —(1+ a?)b~!. Mame dvouparametrickou soustavu

( —-(1 +aa?)b—1 —ba)

pro libovolné a a libovolné nenulové b. Pfi b = 0 bychom méli
z prvni rovnosti a> + 1 = 0. PonévadZ jsme se omezili na
matice s redlnymi ¢leny, tento pripad musime vyloucit. Nicméné
"odmocniny z —E” zde mame. A poznamenejme, Ze je to tim,
ze bereme matice rddu druhého, tedy sudého. V tomto pripadé
determinant matice —E je 1 a naSe "odmocniny” maji tentyz
determinant. V pripadé matic lichého rddu by matice —E méla
determinant —1; determinant kazdé ”odmocniny” z —E by musel
byt ¢ nebo —z a tato matice by obsahovala imaginéarni ¢leny.

Snad toto cviceni nebylo tak docela nezajimavé. Prineslo nam
zajimavé poznatky a pritom nam ukézalo, jak je dulezité brat
tfeba v ivahu nulovost nebo nenulovost urcité hodnoty. Ted byste
mohli sami pokracovat tieba rovnostmi M? = kM & M? =
kE pro dané ¢islo k. A jinak bych doporucoval vasi pozornosti
dvouparametrickou soustavu

a b

-b a
Pohrajete-li si s ni, mozna zjistite, Ze souvisi s né¢im, co jste uz
predtim znali v jiné souvislosti.
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