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POSTUPNYMI KRUCKY K ROZVIJENI
ROVINNE PREDSTAVIVOSTI

DANIELA BiMmovaA, Jii BREHOVSKY!

Uvod

O dulezitosti geometrie ve vyuce matematiky piSe jiz profesor
Cech, ktery ve své metodice vénované vyuce geometrie v primé
napsal: ,,Euklidovska geometrie je nejstarsi a dosud nepiedstizeny
vzor exaktniho badani, takze jeji studium muze prispét ke vzdélani
také ve vys$sim smyslu nez pouhym ziskanim konkrétnich védo-
mosti.“ (Cech, 1940-1941, s. D40). O téméi padesét let pozdéii,
v roce 1989, upozornuje profesor Kolar na skuteénost, Ze zaci maji
velmi slabé védomosti z geometrie, které dava mimo jiné do souvis-
losti se zménami jejich osnov. I v soucasné dobé pravdépodobné
nikdo nepochybuje o dilezitosti geometrie a jejim vyznamu pii
rozvijeni komplexnich matematickych dovednosti zdkd. Jednim
z aspekti mysleni, ktery se bez kvalitni vjuky geometrie neobejde,
je prostorova predstavivost. Tu mtzZeme povazovat vedle Cteni,
psani a pocitani za jednu ze zékladnich schopnosti jedince. Aniz
by si to lidé uvédomovali, vyuzivaji prostorovou predstavivost ve
svém kazdodennim zivoté, napf. pokud potfebuji najit cestu po
mésté ¢i v parku, v prirodé, pfi ¢teni map a orientaci v mapéch,
pfi parkovani automobili, vkladani nddobi do mycky, aranzovani
dekoraci v mistnostech a v mnoha jinych pfipadech. Samoziejmé
také profesionalové jako architekti, astronomové, biochemici, bio-
logové, chemici, kartografové, strojni inzenyii, hudebnici aj. se
neobejdou bez prostorovych schopnosti. Nicméné kazdy ¢lovék by
mél byt schopen rozpoznat vzajemnou polohu objekti (a to at uz

ITento ¢lanek byl vytvoten diky projektu iTEM (Improve Teacher Edu-
cation in Mathematics), EHP-CZ-ICP-2-018.



230 DANIELA BiMoVA, JIRI BREHOVSKY

dvourozmérnych ¢ trojrozmérnych objektit), uréit vztahy mezi
nimi a porozumét jejich transformacim v prostoru.

Prostorovou predstavivosti se zabyvd mnoho praci, mj. jsou
v nich také zminovany jeji dulezité soucasti. Naptiklad v publika-
cich Carroll (1993), Gardner (2011) a McGee (1985) je poukdzano
na to, Ze schopnosti mentalni manipulace, ota¢eni, ohybani nebo
prevraceni znazornéného objektu jsou jedny z dilezitych aspekti
inteligence. Olkun (2003) definuje prostorovou pfedstavivost jako
schopnost vyvolat, otaCet a interpretovat dvou- a tfidimenzionalni
objekty v mysli. Linn a Petersen (1985) popisuji prostorovou pied-
stavivost jako symbolickou a neverbalni informaci pouzivanou pro
popisovani, transformovani, tvarovani a zapamatovani objekta.
Vhodné pouziti vizualné-prostorovych zobrazeni pfi feSeni geo-
metrickych problémt také pozitivné koreluje s tspésnym vyko-
nem pii FeSeni problémt obecné, na coz poukazuji nékteré studie
(napt. Battista et al., 1982; van Garderen & Montague, 2003; Mc-
Gee, 1985). S ohledem na zminéné studie miZzeme prostorovou
predstavivost definovat jako schopnost provadét mentalni trans-
formace objektt v prostoru, pfedstavit si, jak objekt vypada z riz-
nych thld pohledu, a rozumét tomu, jaky vztah maji objekty a je-
jich soucéasti k sobé navzajem.

Mnoho studii také poukazuje na skutecnost, Ze prostorovou
predstavivost lze zdokonalovat a rozvijet i prostfednictvim vy-
uky geometrie (napf. Baenninger & Newcombe, 1989; Baennin-
ger & Newcombe, 1995; Battista et al., 1982; Ben-Chaim et al.,
1989; Bishop, 1980; Braukmann & Pedras, 1993; Devon et al.,
1994; Miller, 1996; Travis & Lennon, 1997; Ullman & Sorby, 1990).
V souvislosti s vyukou geometrie se vyuzivd pojmu geometricka
pfedstavivost. Tu ve své praci popisuje i Sarounova a uvadi tyto
jejl slozky:

e schopnost rozeznavat rovinné atvary,

e predstavy o nékterych vztazich mezi Gtvary v roving,

e schopnost rozeznavat télesa v prostoru,

e predstavy o vzajemné poloze téles a rovin v prostoru.
Pravé prvni dvé slozky hraji vyznamnou roli pfi vyuce geometrie
na prvnim stupni ZS, kterd je zaméfena piedev§im na rovinnou
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geometrii. V uvedeném obdobi, tj. na prvnim stupni ZS, muize
u zakl dochézet k preciznéjsimu rozvoji rovinné predstavivosti,
ktera je nezbytna pro dalsi rozvoj prostorového mysleni. Rovinnou
predstavivost chapeme jako urcity typ uvédomeélého vidéni v ro-
viné. Pfedpokladame, ze zak s rovinnymi predstavami pracuje na
myslenkové tirovni, je schopen pojmenovat rovinné obrazce a uvé-
domuje si jejich vzadjemné vztahy. V téchto souvislostech spatiu-
jeme nebezpeci prevazné v tom, ze pokud si zdk béhem svého
studia na prvnim stupni ZS vytvoii nespravné piedstavy o geome-
trickych objektech v roviné, projevi se tyto skutecnosti negativné
v jeho pozdéjsim studiu.

V nasledujicim textu predstavime ¢tenari nékolik ukazek tloh,
které reprezentuji celkovy koncept, jenz vytvarime spolecné s dal-
§imi kolegy, a to i zahrani¢nimi. Cilem celého konceptu je vytvorit
uceleny systém podpory, ktery bude zaktim pomahat s rozvijenim
jejich rovinné a nésledné téz i prostorové predstavivosti. V ramci
tohoto systému predpokldadame vyuzivani rtznych pocitacovych
platforem, programovani, manipulativnich ¢innosti a 3D tisku.
Radi bychom néasledné cely koncept, nebo alespon jeho ¢asti, im-
plementovali pfimo do vyuky na zakladnich skolach. Tyto a dalsi
tlohy by mély poslouzit jako zaklad pro vytvafeni tzv. hrozni
problém, na kterych se, jak pevné vérime, budou aktivné podilet
jak Zaci, tak i jejich ucitelé.

VsSechny v tomto ¢lanku uvadéné tlohy cili k rozvoji rovinné
predstavivosti zaki, a to za pomoci vyuziti dvou binarnich ope-
raci v roviné: sjednoceni a pruniku. K modelovani zadanych situa-
ci i k ukdzkdm vzorovych feseni budeme vyuzivat t¥i nastroje —
GeoGebru jako software dynamické geometrie, 3D tisk k vytvareni
pomucek a vlastni papirové ¢i foliové modely, které si mohou Zaci
vytvorit sami. U kazdé z tloh popiseme jejich vyuziti i tvorbu.
Uvedené tfi nastroje jsme jako didaktické pomtcky vybrali za-
mérné. Duvodem jejich vybéru je ta skutecnost, ze s jejich vyu-
Zitim chceme také pomoci i slabsim zakdm k progresu jejich zna-
losti a dovednosti. Slabsim zakem pritom rozumime jedince, ktery
v matematice dosahuje horsich vysledkt, neni dostatecné moti-
vovan k lepsim vykonim a ve svych znalostech a dovednostech
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zaostava za svymi spoluzaky. Nejde nam o kompenzaci specific-
kych poruch uceni, ale o vyssi miru zapojeni zakt, ktefi maji
studijni problémy a mohou se tak citit vylouceni ¢i handicapo-
vani. Chtéli bychom tak témto zdkim pomoci k zaziti tspéchu
v oblasti, kterd pro né mize byt naro¢na. VSechny popisované
koncepty a pomtcky vznikaji v ramci feseni projektu iTEM —
Improve Teacher Education in Mathematics (ZlepSovani vyuky
ucitelt matematiky), na némz spolupracujeme s norskymi kolegy
z partnerské NORD University v Bodg.

Ulohy

Pri vytvateni predkladanych tloh jsme se zaméftili na nékolik cili,
které by mély tyto tlohy spliiovat. Ulohy jsme koncipovali tak,
aby zaci, i ti slabsi, méli pfi jejich feseni Sanci na tspéch. Proto
jsou tlohy nebo jednotlivé tikoly v nich odstupnovany podle na-
také tvorit tzv. hrozny problémii, na nichz se mohou podilet i Zaci.
Jejich zapojeni do tvorby dalsich, nejen navazujicich, ale i rozsitu-
jicich uloh, povazujeme za velmi zadouci. Dalsim pozadavkem pri
tvorbé tloh byla moznost vyuzivat pfi hledani jejich spravnych
feSeni ruznych pomicek. My jsme se zabyvali vyuzitim softwaru
dynamické geometrie GeoGebra a vyuzitim 3D tisku, pouzivanim
dilkt stavebnic, vytvafenim papirovych a foliovych modeli (pl-
nych i prihlednych) a pouZzitim pracovnich listi. ZaméFili jsme se
také na to, aby se pfi feseni tloh zaci setkali i s takovymi geome-
trickymi obrazci, které se pfi vyuce geometrie bézné nevyskytuji,
aby se tak s nimi mohli seznamit a uméli je spravné pojmenovat.
Jsme presvédceni, ze s ohledem na ubyvajici pocty hodin geome-
trie ve skolach je nezbytné vyuzit kazdé prilezitosti k rozsifovani
obzoru zaktu. V neposledni fadé by mély mit zadavané alohy po-
tencial k rozvoji rovinné predstavivosti zaku.

Naméty uloh pro sjednoceni

Zakladni myslenkou tohoto typu tuloh je sjednocovani rovinnych
obrazct jako mnozin bodiu v roviné. Primarni otazkou tedy je, jaky
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rovinny obrazec vznikne sjednocenim dvou ¢i vice zadanych ro-
vinnych obrazct, pfi¢emz obrazce budeme sjednocovat (sesklada-
vat) tak, aby se priklddané sousedni obrazce vzdy dotykaly po ce-
Iych délkach svych shodnych stran. Dva rovinné obrazce muzeme
v tomto smyslu sjednotit jen tehdy, ma-li jeden rovinny obrazec
alespon jednu stranu shodnou s néjakou stranou druhého rovin-
ného obrazce. S ohledem na slozky rovinné predstavivosti jsme
vytvorili dveé zédkladni skupiny téchto loh:

1. Jsou dany ruzné rovinné obrazce, tkolem je sestavit z nich
vSechny mozné rovinné obrazce tak, aby se k sobé prikladané
obrazce navzajem dotykaly po celych délkach svych splyvaji-
cich/pfikladangych stran. Napfiklad:

Jsou dény:

a) 2 (3, 4 atd.) shodné rovnostranné trojihelniky,

b) 2 shodné rovnostranné trojuhelniky a 1 rovnoramenny
lichobéznik, jehoz délky ramen a délka jedné zakladny
jsou shodné s délkami stran danych dvou rovnostran-
nych trojuhelniki,

¢) 4 shodné rovnostranné trojthelniky a 2 shodné koso-
¢tverce, jejichz délky stran jsou shodné s délkami stran
danych ¢ty rovnostrannych trojuhelnika atp.

2. Je zadan zékladni rovinny obrazec, napfiklad ctverec, ob-
délnik, kosodélnik, pravidelny Sestitthelnik apod. Ukolem je
tento obrazec sestavit s vyuzitim jinych geometrickych ob-
razci, které méa zak k dispozici. Takto zadanou sadu tloh Ize
gradovat hned dvojim zptisobem:

a) volbou jednodussich obrazcti pro sestaveni i skladani,
naptiklad ¢tverec slozeny ze dvou pravotuhlych rovnora-
mennych trojuhelnikd, ¢i dvou riznych nebo shodnych
obdélnikd, anebo obdélnik slozeny ze dvou shodnjch
pravothlych trojihelniki ¢i dvou shodnych étverci atp.,
lze pomoci zakim riznym zptsobem zadani tohoto ro-
vinného obrazce:

e zadame pouze nazev rovinného obrazce,



234 DaNIELA BimMovA, Jikf BREHOVSKY

e rovinny obrazec zaddme pomoci jeho obrysu, ktery
vSak zakim nedame,
e zakum poskytneme obrys rovinného obrazce zobra-
zeny na pracovnim listu, nebo jako stavebnici,
e v obrysu rovinného obrazce vyznacime strany dil-
¢ich sklddanych rovinnych geometrickych obrazcii.
Dalsi moznosti gradace tloh, kterou lze vyuzit paralelné s ostat-
nimi, je poskytnuti zdkim vétstho mnozstvi rovinnych obrazci,
nez je k sestaveni zadaného rovinného obrazce zapotiebi.

Priklad 1. Jaké rovinné geometrické obrazce lze poskladat ze
dvou shodnych pravoahlych rovnoramennych trojahelniku? Kaz-
dy nalezeny rovinny obrazec zakresli a pojmenuj.

Resend. Ze dvou shodnych pravotihlych rovnoramennych trojihel-
nikt lze poskladat bud ¢tverec, pravothly rovnoramenny trojthel-
nik, ¢i kosodélnik, viz obrazek 1.

Obr. 1: Vybrana feseni ptrikladu 1 s uzitim modelu vytvorenych
pomoci 3D tisku

Priklad 2. Jaké rovinné geometrické obrazce lze poskladat ze
dvou shodnych rovnoramennych trojihelnikti? Kazdy nalezeny ro-
vinny obrazec zakresli a pojmenuj.

Reseni. Ze dvou shodnych rovnoramennych trojihelnikil je mozné
poskladat bud kosoétverec, kosodélnik, nebo deltoid, viz obrazek 2
(obrazce jsou pojmenovany zleva doprava).
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Obr. 2: Vybrana feseni prikladu 2 s uzitim modela vytvorenych
pomoci 3D tisku

Priklad 3. Jaké rovinné geometrické obrazce lze posklddat ze t¥i
shodnych rovnoramennych trojuhelniki? Kazdy nalezeny rovinny
obrazec zakresli a pojmenuj.

Resend. Ze t¥i shodnjch rovnoramennych trojihelniktl méiZzeme po-
skladat rovnoramenny lichobéznik, obecny lichobéznik, konvexni
nepravidelny pétithelnik, nekonvexni nepravidelny pétithelnik
a konvexni nepravidelny pétithelnik tvarové odlisny od jiz uvede-
ného konvexniho nepravidelného pétitihelniku, viz obrazek 3 (ob-
razce jsou pojmenovany postupné zleva doprava a shora dola).

N
»

Obr. 3: Vybrana feseni piikladu 3 s uzitim modelt vytvofenych
pomoci 3D tisku
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Priklad 4. Pomoci zadanych rovinnych geometrickych obrazct
poskladej pravidelny osmitthelnik. Kazdy ze zadanych rovinnych
obrazcu také pojmenuj.

Reseni. Pravidelny osmithelnik je mozné poskladat kombinacemi
riznych rovinnych geometrickych obrazt. Ptiklady nékolika vy-
branych ukazek moznych feSeni jsou znazornény pomoci softwaru
GeoGebra na obrazku 4. Pojmenovani vyuzitych rovinnych ob-
razci ponechavame v tomto pripadé na ¢tenari.

Obr. 4: Vybrana feseni piikladu 4 zobrazena v softwaru
GeoGebra

Obr. 5: Dilky rovinnych obrazct vytvofenych pomoci 3D tisku
pro feseni prikladu 4



PoOSTUPNYMI KRUCKY K ROZVIJENf ROVINNE. . . 237

"TIORTS
Y Il

Obr. 6: Vybrand feseni pfikladu 4 znazornéna pomoci dilki
vytvorenych na 3D tiskarné

Naméty uloh pro pruanik

Zakladni myslenkou tohoto typu uloh je hledani moznych pri-
nikd dvou rovinnych geometrickych obrazci, jejich zakreslovani
a pojmenovavani, pricemz mozné vzniklé priniky nebudeme nijak
omezovat. Cilime tak nejen na uzivani spravné terminologie, ale
také na dalsi zpresniovani a ukotveni predstav o zakladnich geo-
metrickych pojmech jako jsou bod, tGsecka, pfimka atp. Obtiznost
zadévanych tloh souvisi predevsim s typem rovinného geometric-
kého obrazce a tkolu, ktery zaktim zadame. Modifikaci je znac¢né
mnozstvi, stejné jako moznosti k rozvoji geometrickych predstav.
Zadat muzeme zakum napiiklad:

e dva shodné rovnostranné trojiahelniky,

e dva shodné pravouhlé trojihelniky,

e dva rtzné obecné trojihelniky,

e dva shodné ctverce atd.
Zaci mohou v jednotlivich p¥ipadech uréovat, jaké geometrické
objekty vzniknou prinikem zadanych rovinnych obrazci. Zadani
lze také modifikovat rtiznymi pocateénimi podminkami. Muzeme
se napiiklad zeptat:

e jaké jednorozmérné priiniky lze nalézt,

e jaké rovinné obrazce je zapotfebi prekryt, aby vznikl pravi-

delny /nepravidelny étyithelnik, ¢tverec, obdélnik, pétithel-
nik atp.,
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e lze prekrytim zadanych geometrickych objektt vytvofit
¢tverec, obdélnik, pétithelnik atp.
Ulohy zaméfené na primnik rovinnych geometrickych obrazctt bu-
deme s ohledem na jejich variabilitu reprezentovat pouze jednou
vzorovou ulohou. Pdjde ndm pfedevs§sim o popis vyuziti pomiicek
a o popis prace s zaky.

Priklad 5. Urcete, jaké geometrické objekty mohou vzniknout
prunikem dvou obecnych trojihelniki.

Reseni. Na obréazcich 7 a 8 jsou zobrazena néktera feseni a pouziti
ruznych didaktickych pomtcek.

=

y -
Obr. 7: Ukazka pouziti dynamického softwaru GeoGebra pri
feseni prikladu 5
Prinikem dvou obecnych trojihelniktt mohou byt prazdnd mno-
Zina, bod, tsecka, trojthelnik, ¢tyfahelnik (pfipadné lze uvést
vznikly specidlni typ, jakym je napi. lichobéznik), pétithelnik, Ses-
tithelnik, ziskané priniky lze nazorné vidét po fadé na obrazku 8

od shora dola.
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Obr. 8: Ukazka pouziti riznych typa modelt trojihelnikt pfi
feseni prikladu 5
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Vsechny fyzicky vytvorené modely geometrickych objektt vyuzi-
vame jako manipulativni didaktické pomiicky. Jsme presvédceni,
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ze manipulaci s objekty je tfeba vyuzivat vSude tam, kde je to
mozné a ucelné. Divodem je propojovani mysleni s ostatnimi
smysly a nezanedbatelny rozvoj psychomotorickych dovednosti.

Hlavni prednosti modelil vytvofenych pomoci 3D tisku jsou
jejich dlouha zivotnost a odolnost pfi manipulaci, relativné jedno-
duchd vyroba a predevsim neomezené moznosti tykajici se tvard,
které lze vytvorit. Muzeme tisknout i ty modely rovinnych ob-
razci, které se v dostupnych primyslové vyrabénych stavebnicich
nevyskytuji, stejné jako vyrabét atvary, do kterych budeme dilky
skladat. Jako tomu je v pripadé pouzitého pravidelného osmithel-
niku na obrazku 5. Pokud skola disponuje 3D tiskarnou, lze tako-
véto didaktické pomiicky tisknout pfimo v hodinach pracovnich
¢innosti spolecné s zaky, coz pro né mize mit i motivacni i¢inek.
Pouzivani modeli z papiru nebo félie ma stejné vyhody, s vy-
jimkou Zivotnosti. Nabizi vSak jesté jeden benefit. Zaci si mohou
takové modely vyrobit sami.

Na obrazku 8 jsou ukazky pouziti vSech tfech typi zminénych
modelt pfi feseni tlohy 5. Pri hledani praniki geometrickych ob-
jektt jsou vysoce efektivni modely z prithlednych folii. Zaci diky
nim ihned vidi vznikly geometricky objekt. Pravé slabsim zakim
usnadnuji tyto modely situaci. Pfi pouziti nepriihlednych modeld
z papiru dochézi k vyraznému rozvoji schopnosti mentalni ma-
nipulace. Zak si totiz musi vytvafet vznikly prinik pouze ve své
predstavé. I tady lze situaci napomoci napiiklad prikladanim pra-
vitka tak, aby jeho hrana modelovala strany vznikljch objektii.
K feSeni téchto uloh 1ze vyuzit i vytisténé modely. Ale pfi prekla-
déani téchto modeli pfes sebe zaciné hrat roli jejich nezanedbatelna
vyska. Vyska kazdého modelu je cca 3 mm. Pti nasklddani i vice
modeld na sebe mize byt celkova vyska pro zaky matouci.

V obou typech uloh lze pfi jejich feseni velmi efektivné vyuzi-
vat 1 dynamicky geometricky software GeoGebra, a to nejen pro
rychlé zobrazeni grafického zadani, navodu ¢i feSeni ulohy jako
na obrazku 4, ale predevsim za tcelem vyuziti jeho dynamickych
nastroju. Na obrazku 7 je ukdzka pravé takového vyuziti. Pro
z4ky jsou pfipraveny applety se zadanymi rovinnymi obrazci. Zaci
poté s virtudlnimi modely danych rovinnych obrazci manipuluji



PoOSTUPNYMI KRUCKY K ROZVIJENf ROVINNE. . . 241

ve virtudlnim prostiedi a jejich presouvanim ¢i otacenim po na-
kresné hledaji pozadovana feSeni. K tomuto tcelu lze vyuzit napr.
interaktivni tabule nebo tablety. Ve vysSich roc¢nicich si zaci sa-
moziejmé v GeoGebtfe mohou vytvaret potfebné virtualni modely
rovinnych obrazcl, anebo dokonce i prostorovych objektt sami.
Domnivame se totiz, ze je nezbytné vyuzivat pro feseni tlloh nejen
realnych modeld geometrickych objektt, ale i moderni technolo-
gie, se kterymi jsou zaci v dnesni dobé v kazdodennim kontaktu.
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Abstract

The contribution presents the ideas of several tasks to practice
two types of geometric binary operations, more precisely, the uni-
fication and intersection of planar sets of points and the denotati-
ons of polygons of various shapes, which we consider to be those
planar sets of points. To find the required solutions, we mention
the possibilities of not only using pieces of industrially produced
kits, created paper or foil models, but also using dynamic geomet-
ric software GeoGebra, or specially created planar shapes using 3D
printing. The assigned tasks have the potential to develop planar
and gradually also the spatial visualization of pupils.
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