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MATEMATIKA

Neparne cisla v zlomkoch

Viera éerﬁanovd, Pedagogickd fakulta Trnavskej univerzity, Trnava

Predlozeny prispevok patri k tym, ktoré potvrdzuja vyznam jedného
zo zédkladnych rysov matematiky: Schopnost zovseobecriovat a nezasta-
vovat sa pri konkrétnych pripadoch. Vieobecné riesenie je totiZ casto nd-
zornejdie, prindSa hibsie porozumenie a vysvetluje Specidlne pripady.|[1]

Neparne ¢isla ako generator

Pozrime sa na racionalne ¢islo % Vieme, Ze ho moZeme napisat tiez

v tvare ekvivalentného zlomku, napriklad:

1 2 )

3-6 15

Toto ¢&islo vsak moZeme vyjadrit aj inym, prekvapivym sposobom ,
ako sme sa dozvedeli na stranke [2]. Tak vznikol podnet k napisaniu

tohto ¢lanku.
1 1+3 1+3+5

g = = ... 1
3 547 749411 (1)

Vo vSeobecnosti pre kazdé prirodzené &islo n plati

1+3+---+(2n—-1) 1 2)
2n+1)+(2n+3)+-+(2n+(2n-1)) 3’

skratene n
=i (26-1) 1

2n ’
k:n+1(2k - 1) 3

¢o sformulujeme nasledovne.

Tvrdenie 1. Nech n € N. Ak je éitatel zlomku suctom pruych n ne-
pdrnych prirodzengjch &isel a menovatel sictom n bezprostredne za nimi
nasledujicich nepdrnych éisel, tak hodnota zlomku je %

V dokaze vyuZijeme pomocné tvrdenie, ktoré je v ucebniciach zvy-
¢ajne uvadzané pri metdéde matematickej indukcie. Standardny algeb-
ricky dokaz doplhame kvoli nazornosti geometrickym dékazom bez slov.
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MATEMATIKA
Lemma 1. Nech n € N. Siucet prugch n po sebe nasledujicich nepdrnych
prirodzenyjch ¢isel je n?, CiZe

1434+ (2n—1)=n2 (3)

Dokaz.

1. Pre n = 1 sa l'ava strana v identite rovné 1, prava je 12, ¢o je
tieZ 1. Pre n = 1 je teda rovnost overena.

2. Predpokladajme, Ze plati pre nejaké n € N. Potom
1434+ +2n-1)+(2n+1) =n*+2n+1=(n+1)%
Teda z induk¢ného predpokladu vyplyva rovnost Tavej a pravej
strany aj pre n + 1.

Overili sme platnost identity (3)) pre najmensie prirodzené ¢islo, a z plat-
nosti pre n sme odvodili platnost identity pre n+ 1. Lemma je dokézana.

Obr. 1: Dokaz identity

Doékaz tvrdenia 1. V Tavej strane vztahu pouzijeme , dostaneme

L+34--+(2n—-1) n? 1

2n+1)+2n+3)+ -+ 2n+(2n—1)) 2n-n+n2 3

S pouzitim nerovnakého poc¢tu séitancov v Citateli a v menovateli je
mozné ziskat podobné vysledky.
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MATEMATIKA

Priklad 1.
I 1+3 _ 1+3+5 1
345 5+47+9+11 T7+9+11+13+15+17 8
Vsimnime si, Ze neparne ¢isla zapisujeme v kazdom zlomku syste-
maticky od 1, pricom v menovateli ich je dvakrat tolko ako v &itateli.
Dokazme, ze pre kazdé n € N plati

S k1) 1

Zk n+1( 1) 8'

Lavti stranu upravime, vyuZijeme a dostaneme

ZZ 1(2k ) _ 2:2:1(2]C — 1) _ n? — 1
k n+1(2k - 1) 211(2k' - 1) - Zzzl(Zk - 1) (Sn)2 - (n)2 8

Priklad 2.
1 B 143 7 1+3+5 1
34547 54+T7T+9+11+13+15 74+9+---+21+23 15

Tentokrat je v menovateli trikrat tol'ko séitancov ako v &itateli. Pre kazdé
n € N mame

Yore(2k—1) n? 1

Zk i1 (2k—1) T (n)2—n2 15

Hibavy ¢itatel nepochybne postrehol, Ze identita , ako aj tie v pri-
kladoch [[]a[2] st $peciélne pripady vSeobecnejsieho tvrdenia, ktoré sfor-
mulujeme ako vetu. Princip dokazu je rovnaky ako v uvedenych prikla-
doch, preto ho ponechame pre ¢itatela ako cvidenie.

Veta 1. Pre kazZdé dve prirodzené c¢isla n > 1, m > 2 plati

ZZ (2k—1) 1+3+---+(2n—1) 1
e (2k—=1)  2n+ 1)+ 2n+3)+--+2mn—-1) m2 -1

Veta [T upresiiuje jednu triedu racionalnych ¢isel, ktoré je mozné gene-
rovat ako podiely istych kone¢nych suc¢tov po sebe nasledujicich nepéar-
nych ¢isel. Vdaka dodato¢nym poZziadavkam na pouZité kone¢né postup-
nosti neparnych &isel moéZzeme najst dalsie triedy. Pre ¢itatelov predkla-
déme ako otvoreny problém otéuzku Ktoré kladné raciondlne cisla je/ m'e

.....

uvadzame nasledujuce priklady.
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MATEMATIKA

Priklad 3.
143 1434547 143+5+7+9+11 4

5  9+11 - 13415+ 17 5

Neparne ¢isla zapisujeme od jednotky, pricom v ¢itateli ich je dvakrat
tol'ko ako v menovateli. VSeobecne

2k = 1) (2n)? 4

?;2”4_1(2/{ - 1) (3n)2 _ (271)2 = g

Je mozné vytvorit aj racionélne &islo vaésie ako 1. Prirodzene, v &ita-
teli bude musiet byt eSte viac ¢lenov nez v menovateli.

Priklad 4. Zvolme pomer poc¢tu ¢lenov v ¢itateli a v menovateli 5 : 2,
zaCnime od jednotky:

143454749  1+43+---419 25
11+ 13 T 21423425427 247

Vseobecny zlomok bude mat tvar

2k 1) (5n)2 25

Vi 2k — 1) (T)2 = (5n)? 247

Priklad 5. Tentokrat nebudeme zac¢inat od jednotky. Budeme v8ak do-
drziavat isté pravidla, ktoré vyjadrime aj vSeobecne.

3 547 7T+94+11 1

5+7 94+11+13+15 13+15+17+19+21+23 4

Neparne ¢isla nadalej zapisujeme vzostupne, v menovateli ich je dvakrét
tolko ako v ¢itateli. VSimnime si, Ze druhé neparne ¢islo 3 je v Citateli
zlomku samo. V zlomku, kde za¢iname tretim nepérnym ¢islom 5, s
v citateli dva séitance. Analogicky je tomu pri sedmicke (7 je Stvrté
nepérne ¢islo, prvé tri v zlomku nepouZzijeme, v ¢itateli sa tri s¢itance)
a pri kazdom dalSom neparnom ¢isle. Pre n > 2 dostavame

22k —-1)  (2n—2%—(n—1)%  3(mn-1)2 1

o2k —1)  @n—42—(@n-22 " 120012 4
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Aritmeticky priemer, aritmetickad postupnost

Cielom v8eobecnych zapisov v prikladoch bolo pochopit princip, pre-
cvicit si pracu s formalnymi vyrazmi a potvrdit platnost vysledku.

Pozrime sa eSte na jedno zjednodusSenie, ktoré sa nam v pripade po
sebe nasledujucich neparnych ¢isel pontka.

1. Najskor si uvedomme, Ze stcet [ubovolného kone¢ného podtu &i-
sel je ich aritmetickym priemerom, ktory je vynéasobeny poctom
tychto Cisel. Preto je stcet v kazdom ¢itateli i menovateli hocikto-
rého zo zlomkov z predchadzajucej Casti prislusnym nasobkom ich
aritmetického priemeru.

2. V citateli aj v menovateli kazdého zlomku je sucet kone¢nej aritme-
tickej postupnosti so spolo¢nou diferenciou 2. Preto je aritmeticky
priemer séitancov v ¢itateli (aj v menovateli) aritmetickym prie-
merom prvého a posledného ¢isla v sicte.

Pre nézornost vyuzime uvedené skutocnosti na alternativny dokaz
vztahu a na rychly vypodéet “najroztahanejsich” zlomkov z jednotli-
vych prikladov, pripadne priamo vo vSeobecnom tvare.

Alternativny dokaz vztahu .

I+3+---+@2n—-1)  n-(1+2n-1)/2  n* 1
2n+1)+--+@n—-1) n-2n+1+4n-1)/2 3n2 3
Priklady
1.
1+3+5 _3-(1+5)/2 3.3 1
T4+9+11+13+15+17 6-(7+17)/2 6-12 8
2.
S 2k=1)  m-(1420-1)/2 w2 1
i’;nﬂ(zk_ 1) 3n-(2n+1+8n—1)/2 150 15
1+34+54+74+9+11  6-(1+11)/2  6-6 4
13+ 15+17 S 3-(13+17)/2 3-15 5
4.

1+34---+19 10-(14+19)/2 10-10 25
21 4+23+25+27  4-(21+27)/2  4-24 24
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T+9+11 3.(7T+11)/2 3.9

1
13+15+17+194+21+23 6-(13+23)/2 6-18 4
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Problém s potrubim

Sdrka Gergelitsovd, Tomds Holan, MFF UK, Praha

V tomto textu bychom chtéli predstavit jeden problém a ukazat rtzné
moznosti jeho TeSeni.

Predstavte si, ze v.domé nebo na zahradé mame otvor, ze kterého
bude vytékat voda, a nékde jinde druhy otvor, do kterého bychom chtéli
vodu pfivést. Oba otvory maji svoji polohu a svij smér (ten si miiZzeme
predstavovat jako smér, kterym potece voda) a k vedeni vody méme
neomezenou zasobu kolen — trubek zahnutych uprostied o 90 stupini.

Predpokladejme, Ze délka kazdého ramene zahnuté trubky je 1, Ze
trubky povedou vzdy ve sméru osy x nebo osy y nebo osy z a Ze voda
vytéka z otvoru (profilu) na soufadnicich (0,0,0) ve sméru osy y.
Otdzka: Do jakych soutfadnic a z jakych v8ech sméra dokdzeme vodu
potrubim sloZenym z kolen dopravit?

Tento text bude o hledani odpovédi: pokud se nechcete piipravit o za-
bavu, tak ho ted odlozte a zkuste odpovéd najit samil!
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