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Problém s potrubim

Sdrka Gergelitsovd, Tomds Holan, MFF UK, Praha

V tomto textu bychom chtéli predstavit jeden problém a ukazat rtzné
moznosti jeho TeSeni.

Predstavte si, ze v.domé nebo na zahradé mame otvor, ze kterého
bude vytékat voda, a nékde jinde druhy otvor, do kterého bychom chtéli
vodu pfivést. Oba otvory maji svoji polohu a svij smér (ten si miiZzeme
predstavovat jako smér, kterym potece voda) a k vedeni vody méme
neomezenou zasobu kolen — trubek zahnutych uprostied o 90 stupini.

Predpokladejme, Ze délka kazdého ramene zahnuté trubky je 1, Ze
trubky povedou vzdy ve sméru osy x nebo osy y nebo osy z a Ze voda
vytéka z otvoru (profilu) na soufadnicich (0,0,0) ve sméru osy y.
Otdzka: Do jakych soutfadnic a z jakych v8ech sméra dokdzeme vodu
potrubim sloZenym z kolen dopravit?

Tento text bude o hledani odpovédi: pokud se nechcete piipravit o za-
bavu, tak ho ted odlozte a zkuste odpovéd najit samil!
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Prvni cesta — tuzka a papir

Zjednoduseni na rovinu

Zkusme nejdiive vytesit jednodussi tlohu a zjistit, jaka by byla odpo-
véd, kdyby se celé potrubi mohlo nachézet jen v roving — tfeba kdyby
muselo leZet na zemi.

Abychom ziskali néjakou pfedstavu, nakreslime si obrazek; vlastné tii
obréazky, vyuzijeme je postupné vSechny:

Obr. 1: Znazornéni potrubi a sméra toku vody

Kazdé pripojené koleno nés posune o jednu pozici vodorovné a o jednu
pozici svisle, muZzeme se tedy dostat jen do takovych pozic, které se od
startovn{ pozice ve vodorovném a svislém sméru 1isi bud'to obé& o lichy,
nebo obé o sudy pocet kroki.

Kdyz si ke konciim kolen prikreslime Sipky znazornujici tok vody ¢i
pismena oznacujici sméry (jako na mapé) nebo kdyz si plochu ,8achov-
nicové obarvime“, zda se, Ze plati:

Postireh 1. Dostaneme se pouze do ,,bilych poli Sachovnice*.

Diikaz. Pokud vyjdeme z bodu (0,0), pak nas prvni koleno dovede do
bodu s obéma soufadnicemi lichymi a dalsi koleno do bodu s obéma
soufadnicemi sudymi, parita se v kazdém kroku st¥ida.

Postieh 2. Do pozic v sudych fadcich (pocitano od vychozi pozice) se
muzeme dostat jenom svisle, do pozic v lichych fadcich jenom vodorovné.
Totéz plati pro sloupce.

Diikaz. Stejné jako parita soufadnic se stfidaji sméry: po sméru svis-
lém (rovnobézné s osou y) musi nasledovat smér vodorovny (rovnobézné
s osou ). Vyjdeme-li svislym smérem, pak poté, co urazime cestu sudé
délky (projdeme sudy pocet kolen), budeme mifit smérem S nebo J. Na
konci cest liché délky budeme mifit smérem V nebo Z.
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Postreh 3. Do kazdé dostupné pozice se mizeme dostat pouze v jednom
ze ¢tyl moznych sméri.

Postieh 4. V kazdém fadku nebo sloupci se stiidaji vZzdy dva navzajem
opacné smeéry.

Diikaz. Uz vime, Ze vyjdeme-li z bodu (0,0) ve sméru osy y, pak body se
sudymi soufadnicemi prochézime ve smérech S nebo J, body s lichymi
soufadnicemi ve smérech V nebo Z. Tim jsme ale zatim nevyloudili, ze
nékterym bodem, kterym jsme prosli smérem S, bychom pfi jiné volbé
cesty mohli projit smérem J. Podobné pro sméry V a Z. To dokazeme dale
tim, Ze jednoznac¢né ur¢ime smér pohybu v uzlu s danymi souradnicemi.

ZapiSme si pomoci sméril jednu moznou cestu, ktera vyjde z poc¢atku.
Napriklad pro cestu ze 6 kolen: SV, VS, SV, VJ, JZ, ZS cilovou po-
zici snadno uréime i bez obrizku 2: Ve svislém sméru jdeme &étytikrat
o 1 jednotku severné a dvakrat na jih, celkové jsme se tedy posunuli o 2
jednotky severné. Podobné ur¢ime posun v ose z: ¢tyfi jednotky doprava
(V) a dvé doleva (Z) nas celkové posunou o 2 jednotky doprava. Jsme
v bodé o soufadnicich (2,2). Pro poéty ps, ps, pv, pz znaki S, J, V, Z
v zépisu cesty jsou souradnice cile (py — pz, ps — p3)-
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Obr. 2: Cesta ze Sesti kolen SV-VS-SV-VJ-JZ-ZS

A ted se zeptejme obracené: jak vede cesta, kterd vychazi z pocatku
smérem na sever a prochézi bodem (2,2)?

Souradnice bodu jsou sudé, vime tedy, ze kazdé cesta, kterd v ném
kondi, sestava ze sudého poctu kolen, a tedy kon¢i bud znakem S, nebo
znakem J.

Ktery z nich to je, pozname podle souc¢tu souradnic cilového bodu:
Kolena se napojuji rameny téhoz sméru, uvnitf cesty se proto posouvame
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0 2 (nebo —2) jednotky stiidavé vodorovné a svisle. V cesté sudé délky
je pocet napojeni kolen lichy.

Soucet lichého po¢tu hodnot 2 nebo —2 muzeme vyjadrit jako 4k + 2.
K tomuto sou¢tu posunuti pfi¢teme +1 pro posunuti prvnim ramenem
cesty smérem S. Nakonec pfi¢teme +1 pro posledni rameno cesty ve
sméru S, nebo —1 pro posledni rameno cesty ve sméru J. Tudiz kazda
cesta sudé délky konéici v bodé, pro néjz je soucet jeho sourfadnic na-
sobkem 4, vstupuje do tohoto bodu smérem S. Je-li soucet soufadnic
cilového bodu lichy nasobek 2, vstupuje do ného smérem J.

Kazda cesta, vedouci do bodu (2,2) jim tedy prochazi smérem S: Ma
sudou délku a 2 4+ 2 = 4. Takovou cestou je napiiklad také cesta SV,
VS. Stejné odvodime jednoznacnost sméru v cilovém uzlu pro cesty liché
délky. Ty konéi body s lichymi soufadnicemi, kterymi prochazime sméry
V, nebo Z podle toho, je-li soucet obou soufadnic nasobek 4 (smér Z),
nebo lichy nasobek 2 (smér V).

Odvozeni: V cesté liché délky je sudy pocet napojeni ramen a soucet
posuni témito rameny je tedy nasobek 4. K tomuto sou¢tu pri¢teme +1
za posun S na zac¢atku cesty a 4+1, nebo —1 za posledni posun smérem
V, nebo Z.

Zdvér: V roviné os x, y mizeme za uvedenych predpokladi projit pravé
v8echny body, jejichz soufadnice maji stejnou paritu, a to kazdy pravé
jednim smérem. Tento smér je jednozna¢né urcen paritou a souctem
soufadnic (modulo 4) prochazeného bodu.

Zpatky do tretiho rozméru

Co ziskdme, kdyz budeme moci opustit rovinu?

Dosud jsme se pohybovali v roviné os x a y, tedy v soufadnicich
v roviné z = 0. Libovolnym kolenem sméfujicim kolmo z ni smérem
vzhiru prejdeme do bodu se soufadnici z = 1. Z néj ale dalsi navazujici
koleno pokracuje do roviny z = 2.

Postreh 5. Do vSech bodt roviny z = 1, kam se dokdzeme dostat, se do-
kaZeme dostat pouze zdola (nebo pii dalsim pohybu shora), a pokud zde
vedeni neskon¢i, mizeme na né navazat pouze tak, Ze budeme pokraco-
vat do roviny z = 2 (nebo z = 0). V této roviné viak muZzeme pokracovat
kterymkoliv smérem. Pokud méme dodrzet vzajemnou kolmost (¢i rov-
nobéZnost) mezi rameny potrubi, bude to kterykoliv smér rovnob&zny
s osami z, y. MuZeme tedy pokracovat jak ve sméru (¢i proti sméru),
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kterym vedl posledni krok v roviné z = 0, a otocit tak smér pohybu
oproti sméru ve vychozi roving, tak ve sméru kolmém a smér zachovat.

Postieh 6. Prechod do jiné trovné ndm dovoli po navratu do zakladni
roviny zmeénit smér prichodu profilem na smér opa¢ny. Pokud bychom
napiiklad v zakladni roviné prochéazeli profil smérem S (tfeba kolenem
VS), v prostoru se do stejného profilu dostaneme také &tvefici kolen V7,
1S, S|, 1J. Proto ve t¥irozmérném prostoru dokdzeme do kazdého bodu,
kam dokézeme pfijit néjakym smérem, prijit i smérem opaénym.
Postieh 7. Body, do nichz se dokadZeme dostat ve vyssi arovni (o na-
sobky 2 vy$si z-soufadnice, nez ze které jsme vysli), jsou pravé nad body,
do kterych se dokdzeme dostat v drovni, ze které jsme vysli. Naopak
body, kterymi prochézime pfi cesté vzhiru, jsou pravé body nad ohy-
bem kolene ve vodorovné roving, tedy body na soutfadnicich (z,y), do
kterych se v ptivodni drovni dostat nemtzeme (body nad ,¢ernymi poli
sachovnice®).

Postieh 8. Prechod do jiné roviny a zpét nam neumozni dostat se do
zadného bodu zakladni roviny, do néhoz se neumime dostat pohybem
v této roviné.

Odpovéd na piivodni otazku je tedy nasledujici:

Za uvedenych podminek (vychdzime z bodu (0,0,0) a pohybujeme se
pomoct ,kolen, jejichZ usti sviraji pravy uhel a kaZdé rameno md délku 1
a je rovnobéiné se soutadnicovou osou) je mozné se dostat pouze do
bodi, u kterych plati

(dz +dy +dz) mod 2=0

(soudet jejich soufadnic je sudé ¢islo).

Do nékterych bodu je moZzné se dostat pouze ve sméru osy x (z obou
sméri), do dalgich pouze ve sméru osy y (z obou smérii) a do ostatnich
pouze ve sméru osy z (z obou sméri).

Druha cesta — prohledavani a program

Pokud se ndm nechce takhle slozité premyslet a chceme ziskat néjaky
nézor na to, jak a kam miiZe potrubi vodu dovést, mizeme zacit pro-
hledévat v8echny moznosti, jak kolena napojit. A néco takového dokaze
poditaé rychleji nez ¢lovék — tak si na to miZeme napsat program!

Zkusime prohledat vSechny polohy a sméry, do nichz se dokdzeme do-
stat v néjakém omezeném prostoru, a potom je vypsat setiidéné podle

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

polohy. Snadno to ptjde tieba v jazyku Python (pozor, pro jednodu-
chost nekontrolujeme, jestli si kolena vzajemné nepiekazeji, a hledani
je omezeno na urcitou vzdalenost od pocéatku, protoze jinak by nikdy
neskon¢ilo):

l}dei posun( a, b ):

2 return ( a[0]+b[0], al[l]l+b[1l], al2]+b[2] )
3

4MAX = 5

5 def omezeni( vektor ):

6 for i in range(3):

7 if vektor[i]<0 or wvektor[i]>MAX:

8 return False

9 return True

10

11/def kolmySmer( smerl, smer2 ):

12 return smerl[0]*smer2[0] + smerl[l]*smer2[l] + smerl|[2]*smer2[2] ==
13

14 vsechnySmery = [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,-1),(0,-1,0),(-1,0,0)]
15 prozkoumat = [ ( (0,0,0),(0,1,0) ) 1 # (pozice,smer)

16 nalezeno = { prozkoumat[0] }

17 while prozkoumat !'= []:

18 (pozice,smer) = prozkoumat.pop(0)

19 for novySmer in wvsechnySmery:

20 if kolmySmer ( smer, novySmer ): # nesmime rovne ani se otocit zpet
21 novaPozice = posun( posun(pozice,smer), novySmer )

22 novaPoziceASmer = (novaPozice,novySmer)

23 if omezeni (novaPozice) and not novaPoziceASmer in nalezeno:
24 prozkoumat.append ( novaPoziceASmer)

25 nalezeno.add( novaPoziceASmer )

26

27 print( *sorted(nalezeno) ,hsep="\n" )

Kvili tomu do bodi na okrajich nenajdeme cestu z poloh mimo toto
omezeni, ale kdyZ se podivime na seznam pozic nalezenych kolem stfedu
povoleného rozsahu, vzdy ve tvaru (poloha, smér), vypada to (i kdyZ to
nenf zadny dukaz!), Ze podporuje zavér, k némuz jsme dosli prvni cestou
(otiskujeme pouze ¢ast vypisu):

((21 2! O)I (01 _1! O))
((2, 2, 0), (0, 1, 0))
(2, 2, 2), (0, -1, 0))
((2, 2, 2), (0, 1, 0))
((2, 2, 4), (0, -1, 0))
(2, 2, 4), (0, 1, 0))
((21 3! 1)/ (01 01 _1))
((2, 3, 1), (0, 0, 1))
(2, 3, 3), (0, 0, -1))
((2, 3, 3), (0, 0, 1))
((2, 3, 5), (0, 0, 1))
((2, 4, 0), (0, -1, 0))
((2, 4, 0), (0, 1, 0))
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Treti cesta — najit spravny pohled na véc

K vyfeSeni problému Casto sta¢i podivat se na néj ,,z jiné strany*.
Kruhovou vypust a smér, kterym proudi voda, mtuZeme znézornit jako
kruznici a pfimku vedenou jejim stfedem kolmo na jeji rovinu. Rameno
kolena pak jako tsecku délky 1 na této pfimce a druhé rameno jako
asecku k ni kolmou. Celé potrubi si pak lze pfedstavit jako cestu po hra-
nach krychlové sité s hranou délky 2, kde uzlové body (tedy prochéazené
profily potrubi) jsou reprezentovany kruZnicemi kolmo ,navleenymi*
vZzdy uprostfed na hranach krychli, kde kazda hrana ma délku 2.
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Obr. 3: Potrubi v krychlové siti

Pro snazsi predstavu o poloze bodt posuiime soustavu oproti poloze
z vy$e uvedené ivahy o 1 ve sméru libovolné soufadnicové osy. Potom
budou vrcholy krychlové sité body s vesmés sudymi souradnicemi a pru-
tokové profily budou mit vzdy jednu soufadnici svého stfedu lichou, a to
v ose, na niz je rovina profilu kolma.

Pokud bychom pozadovali, aby se potrubi nekfizilo a kolena si nepfie-
kazela, pak v prostoru, kde nejsou pirekazky, dokdZeme pozadovanymi
smeéry spojit libovolné dva z vySe uvedenych profilt s jedinou vyjimkou:
dva profily na bezprostfedné navazujicich hranach téhoz sméru pfi za-
danych smérech od vychoziho k cilovému profilu bychom dokézali spojit
jediné valcovou plochou vysky 2. Dvé kolena se tam nevejdou.

Zaveér

Ukézali jsme tfi moznosti, jak se d4 k danému problému pfistupovat,
i to, ze se nékdy podafi najit takovy pohled na véc, pfi némz je feSeni
snadno viditelné.
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