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MATEMATIKA

Kroceni jedné bijekce aneb o zipu a tkanickach

Dalibor Martisek, 5'1apanice

Abstrakt. Tento text pojednava o jednom pozoruhodném vzajemné jedno-
zna¢ném zobrazeni mezi mnozinou v8ech bodi jednotkového Etverce a mnozi-
nou vsech bodi jednotkové usecky. Existence tohoto zobrazeni (bijekce) zaru-
¢uje (laicky feceno) ,stejné velkd nekoneéna‘, fefeno matematicky — stejnou
mohutnost dvou nekoneé¢nych mnozin.

Clovek uvazujici jen v mezich své bézné zkuSenosti casto nechape jiz
sdm pojem nekonecna, natoz vétsinu bijekci, které jsou pro soucasnou
matematiku jiz zcela samoziejmé. Jak by na tsecce mohl byt stejny pocet
bod jako ve ¢tverci, kdyz ¢tverec kromé jedné strany obsahuje jesté dalsi
t¥i a navic cely vnitiek? To pfece odporuje zdravému selskému rozumu!
Jenze zdravému selskému rozumu kdysi odporoval i soucet dvou é&isel,
ktery byl mensi nez oba sé¢itanci, a dokonce i fakt, ze Zemé je kulata.

,Cantoruv zip*“ Petera Zamarovského

Jednu z bijekci ¢tverce a usecky popisuje P. Zamarovsky ve své knize
[7] a uvadi ji i na svych prednaskach [8, []. Lze se o ni do¢ist i v ¢lanku
F. Kufiny a N. Vondrové [4], kde se piSe: , Pfirozené se naskytéa otazka,
zda maji stejnou mohutnost mnoziny J a kartézsky soucin J x J. I zde
je odpovéd kladna“ ([4, s. 119]).

Dodejme, Ze tato véta plati jen pro nekoneéné mnoziny, a podivejme
se nejdfive na argumenty, kterymi toto tvrzeni konkrétné pro interval
(0;1) podeptel Zamarovsky.

Kazdy bod ¢tverce C = (0;1) x (0;1) lze zapsat jako uspofadanou
dvojici [a; 0] redlnych ¢isel a = 0,a1a2asay ..., resp. b = 0,b1b2bsby . ..,
kde a;,b; € {0,1,...,9} jsou cifry dekadického rozvoje ¢isel a, b. Tento
bod zobrazil Zamarovsky do bodu z na tseéce U = (0; 1) jednoduchym
trikem: v desetinném zapise ¢isla = se pravidelné stiidaly desetinné cifry
¢isel a, b, tj.

Tr = O,a1b1a2b2a3b3a4b4 P

Toto zobrazeni, které objevil Georg Cantor, pfipomnélo Zamarovskému
zip, proto ho nazval Cantorovym zipem ([7, s. 148], [4, s. 119, 120], [8,9]),
viz obr. [I
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Obr. 1: ,,Cantoruv zip*“ Petera Zamarovského

Priklad 1. Ve svych prednaskach [8 @] uvadi Zamarovsky néasledujici
priklady fungovani zipu:

a=0,3

a) < x=0,37
b=0,7

=0,34

by “T U — 03742
b=0,72
a = 0,345

<) &z =0,374251
b=0,721

Tvrdi, ze timto zptisobem je kazdému bodu ve ¢tverci prifazen pravé
jeden bod tusecky a naopak kazdy bod tsecky lze jednoznacéné ,,rozkédo-
vat“ do puvodnich dvou soufadnic bodu &tverce. Redeno matematicky,
mnozina v8ech takovych zipi je hledanou bijekci.

Bohuzel tomu tak neni. Mnozina vSech takovych zipi nejenze neni
bijekci, ale dokonce neni ani zobrazenim. Je pouhou relaci mezi mnozinou
v8ech bodu ¢tverce a mnozinou vSech bodu tusecky. Divod, ktery byl
naznaden jiz v [B], zde rozeberme ponékud podrobnéji.

Je znamo, ze kazdé ¢islo s kone¢nym dekadickym rozvojem lze chapat
jako &islo s rozvojem nekoneénym, a to bud s nekone¢nou posloupnosti
nul, anebo devitek, napf.

0,3 = 0,300000- - - = 0,299999...; 0,7 =0,700000-- = 0,699 999 ...

Takze zapis [a;b] = [0,3;0,7] zazipujeme do ¢isla © = 0,37, ale zapis
[a;b] =[0,29999...;0,699999...] téhoz bodu do ¢isla y = 0,269999. ..
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Evidentné x # y, takze Zamarovského zipy pfifazujeme jednomu a témuz
bodu ve ¢tverci dva rizné body tusecky. Navic y = 0,269999--. = 0,27
dostaneme rovnéZ zazipovanim bodu [0,2;0,7] # [0,3;0,7] (viz obr. [2).

031?\
[ ] i 0,37

[0,299...; 0,699...]
0,269 999...= 0,27
0,169 999..= 0,17

[0,2;0,7]
[0,199...; 0,699...] !

[ 5 o
X

Obr. 2: Zipovani Petera Zamarovského neni bijekce a dokonce ani zobrazeni

Oprava takového zipovani je na prvni pohled jednoducha. , Prebytec-
né" Sipky zfejmé generuji nejednoznacné zapisy Cisel. Jestlize zakédzeme
zapisy s periodickou devitkou, tyto Sipky zmizi. Takto problém fesili
Kufina s Vondrovou v ¢lanku ([4, s. 119, 120]). Bod [0,3;0,7] je pak
jednoznaéné spojen do &sla 0,37, bod [0,2;0,7] do 0,27.

To je sice pravda, problém tim vSak bohuzel vyfeSen neni. Nyni sice
skutecné dostavame zobrazeni, dokonce zobrazeni prosté, ale neni to zob-
razeni na (celou) dsecku, ale pouze do usecky. Neni to bijekce, ale pouze
injekce. Naptiklad body 0,279 090 909...; 0,360 909 090...na tsecce
maji povoleny zapis (neobsahuji periodu 9), pokus o jejich ,rozepnuti®
viak vede do nepovolenych zapist bodu [0,3;0,7], ktery ma jiz jiny ob-
raz (obr. vlevo). Tyto body tak nejsou obrazem zadného bodu &tverce.
Problém nefesi ani opacna volba, tj. povoleni periodické devitky a zékaz
periodické nuly (obr. |3| vpravo).

0,37 —_—
0,279 090 909...  {[0,299...,0,699...] 7}
0,360 909 090... |

27770,360 909 090...
"%0,279 090 909...
0,269 999...

Obr. 3: ,Zapinani zipu“ Petera Zamarovského neni bijektivni, ale pouze in-
jektivni

Roénik 98 (2023), &islo 2 15



MATEMATIKA

Kdybychom podobnym zpusobem chtéli definovat ,,rozepinani zipu*,
tj. g: (0;1) — (0;1)2, opét bychom samoziejmé nedostali bijekci. Timto
zpisobem by sice bylo mo7né dostat zobrazeni usecky (0;1) na (cely)
ctverec (0;1)2, oviem nebylo by prosté, byla by to pouze surjekce. Zakaz
periodické devitky vede k surjekci g; ilustrované na obr. [ vlevo, zakazem
periodické nuly obdrzime surjekei zobrazeni g na obr. [f] vpravo.

y ly
———————————————————————— 2 PSSR
g | i
o i —— . & 0,37 i é\ & ™% 0,360 909 090...
[03:0.7] \ £ 7~10,279 090 909... ;[0,299...;0,69;}? 840,279 090 909...
0,360 909 090... | 0,269 999...
s : b ‘
X X

Obr. 4: ,Rozepinani zipu“ neni bijektivni, ale pouze surjektivni

Problém ilustrovany na obr. 3] a[d] nastane vzdy, kdyZ se v desetinném
rozvoji ¢isla x = 0,a1b1a2b2a3b3a4by . .. nachézi nekoneéna posloupnost
cifer ax9ax4+19ax5429 ..., resp. posloupnost cifer 9059051190542 ... pro
néjaké k € N. Takovych posloupnosti je nespocetné mnoho, jak lze do-
kazat mirnou modifikaci Cantorovy diagonalni metody, viz napt. [5].

Konstrukce zobrazeni pomoci prostého ,michéani cifer, které je ilu-
strovano na obr. [I] jako spinani zipu, se poprvé objevila v dopisu Georga
Cantora Richardu Dedekindovi ze dne 20. ¢ervna 1877. Dedekind v8ak
obratem odpovédél, Ze toto zobrazeni nefunguje a diavodem jsou praveé
nejednozna¢né zapisy racionalnich &isel (viz napt. [2]).

Cantor v odpovédi Dedekindovi sice navrhl damyslné feSeni, avsak
7e je to TeSeni korektni, bylo dokédzano az mnohem pozdé&ji. Zobecnéni
tohoto problému je dnes zndmo jako Cantorova—Schréderova—Bern-
steinova véta: Necht f: A — B, g: B — A jsou injektivni zobrazend.
Pak existuje bijektivni zobrazeni b: A < B.

Puvodni Zamarovského zip neni ani zobrazenim. S vylou¢enim dupli-
citnich zapist dle [4] je pak pouze injekei f.

Cantorovu—Schréderovu—Bernsteinovu vétu lze dokdzat mnoha zpu-
soby. Nékteré z dukazt lze nalézt napt. v [6], zajimavy dukaz je uveden
v [1]. Zde se na konkrétnim piikladu pokusime piibliZit originalni mys-
lenku Gyuly (Julia) Koniga. Zatimco prvni dikaz evokoval opravu zipu,
Konigtav napad [3] pfipomina podstatné starsi lidsky vynalez, a sice $né-
rovaci boty.
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Zpatky ke tkanickam

Budeme pracovat s mnozinami uzavienymi, tj. (0;1), resp. (0;1)2
v soufadnicich tedy pFipustime i hodnoty nula resp. jedna (jedni¢ku bu-
deme zasadné zapisovat ve tvaru 0,999...). Pro oteviené mnoziny (0;1),
resp. (0;1)2, by tato konstrukce vyzadovala jesté dodatecné modifikace.

NaSe dvé mnoziny nebudeme spojovat zipem, ale budeme je se$néro-
vévat tkanickami. Jedna ¢ast boty bude predstavovat ¢tverec C = (0; 1)2
(na obr. [5] [6] vlevo), ta druha tsecku U = (0;1) (na obr. [5] [6] vpravo).

Zobrazeni nebude jen jedno, ale budou dvé. Prvni z nich, ozna¢me
ho f, bude zobrazeni ¢tverce do tusecky, tedy f: C — U, a bude nasazeno,
kdyZ navlékame tkanicku ze ¢tverce do tsecky (na obr. 5 zleva doprava).
Bude to ptavodni Cantorovo

F0x120. . T 50, 01Y2 .« - Yn .- -]) = 0,21y122Y2 . . . TpYn - - -,

kde {zp }nen, {Un}nen jsou cifry desetinného rozvoje.

Druhé zobrazeni bude zobrazeni tsecky do ¢tverce, ozna¢me toto zo-
brazeni g, g: U — C, a budeme ho modelovat navlékanim tkanicky zprava
doleva. Definujeme ho takto:

90,2122 ... Ty ...) =[0,x122 ... Ty ...;0].
Tkanicka zac¢ina
Priklad 2. Uvazujme bod ¢tverce o souradnicich
[w— 3; é} —[0,141592...;0,333333...]
a zafnéme navlékat tkanicku (sledujte obr. [5)).
Tuto tkanicku mizeme schematicky zapsat jako fadu zobrazeni
0,141592...:0,333333...] £ 0,134313539323... %
EN [0,134313539323...;0] i> 0,103040301030503090302030... 5,
410,1030403010305030...;0]...

Toto navlékani muze ziejmé pokracovat do nekone¢na. Ale v boté jen na-
horu a v ¥adé jen doprava. Nelze jit od bodu [0,141592...;0,333333...]
doleva

77 % 0,141592...;0,333333...] 5 0,134313539323... % ...

ani v boté na obr. [{ doli.
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Kazdé ¢islo v této fadé ma jednoznaény desetinny zépis, kazdy pred-
chéazejici ¢len jednoznacné urcuje ¢len nasledujici a naopak — kazdy nasle-
dovnik mé jednozna¢éného predchudce (kazdy ,kousek* tkanicky spojuje
pravé jednu dirku na levé a pravé jednu dirku na pravé strané boty).
Do hledané bijekce pouzijeme jen $nérovani zleva doprava tmavou Césti
tkanicky, ve vySe uvedené fadé tedy jen zobrazeni f. Bod [r — 3; %} tak
vygeneruje vzajemné jednoznac¢né prirazeni

[0,141592...;0,333333...] ++ 0,134313539323...
[0,134313539323...;0] <> 0,103040301030503090302030...
[0,1030403010305030. . . ; 0] <+ 0,1000300040003000100030005000 . . .

Mnozina £ v8ech pfifazeni, kterou tkanicka takto vygeneruje, je neko-
necna a je podmnozinou hledané bijekce.

étverec usecka

0,10 0030 0040003000 10...
[0,10 304030103050 30...; 0]
0,10 304030103050 30...
[0,1343 135393 23...;0]

0,134313539323...
[0,141592...;0,333333

Obr. 5: Snérovani bodu [rr — 3; 1]

Poznamka 1. Termin ,,tkanicka“ se naAm muze zdat ponékud nepfesny.
Z obr. [f je zfejmé, ze k ,zasnérovani Fady stacila jen polovina ,bézné
tkanicky*, jeji bila ¢ast se $nérovani netcastnila. MiZeme si ovSem pfed-
stavit, Ze do vysoké boty neméme originalni tkanicku, ale pouze dvé
tkanic¢ky kratsi. Na jednom konci kazdé z nich miizeme udélat uzel tak,
aby neprosel spodni dirkou boty. Misto jedné ,,bé&zné* tkanicky tak mame
dvé tkanicky kratsi a kazd4 z nich obstard polovinu obvyklého $nérovani.
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Priklad 3. Najdéme tkanicku bodu
[0,6;0,4444...] =10,6000...;0,4444...].

Tato tkanicka zapsana jako Fada zobrazeni f, g (fikejme ji struénd
f — g fada) tentokrat vypada takto:

27 % 0,6000...;0,4444...] 5 0,640404... %
9% [0,640404...50] 5 0,604000400040. .. %
910,60 40 00400040 . . .; 0] 5 0,60 00 40 00 00 0040 0000004000.... % ...

Ani zde nemiZeme od zadaného bodu v posloupnosti doleva, ani
v boté doli. Zobrazeni f i tentokrat generuje vzajemné jednoznacné
prifazeni (dalsi podmnozinu hledané bijekce), a to

0,6;0,4444...] > 0,640404 ...
[0,640404...;0] <> 0,604000400040 . ..
[0,6040 00400040 . .. ;0] < 0,60 0040 00 00 00 40 00 00 00 4000 . . .

Bod [0,6;0,4444 ...] ovSem nemé4 jednoznacny zapis. Jeho druhy re-
prezentant [0,5999...;0,4444 . ..] vygeneruje jinou f — g fadu

22 %00,5999...:0,4444...] 5 0549494 ... % [0,549494...;0] L

1 0,504090409040. .. % .

a tim také jinou tkani¢ku. Do nasi bijekce vSak nemiizeme piipsat zacatek
této f — g fady

[0,5999...;0,4444...] > 0,549494 ...,
protoZze bod
[0,5999...;0,4444...] =[0,6;0,4444...]

m4 jiz jiny obraz (viz prvni pfifazeni vySe v tomto piikladu). Tento
problém vy¥esi nasledujici (dtilezita) amluva.

Umluva. Tkani¢ka nesmi obsahovat zapisy s periodickou devitkou. Je-
dinou vyjimku tvoii zapis 0,999 999 ..., ktery tkanicka obsahovat miuze.
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f — g fada bodu [0,5999...;0,4444 ...] zadina zapisem obsahujicim
periodickou devitku, ale tkanic¢ka dle timluvy timto bodem za¢inat ne-
miize. Bude zadinat aZ prvnim ¢lenem f — g fady, ktery periodu 9 ne-
obsahuje, tedy ¢islem 0,549494 ... Tkanicku tedy ,startujeme® az na
asefce (v boté zafiname ve spodni dirce vpravo), do nasi bijekce bude
tentokrat prispivat zobrazeni g témito dvojicemi:

0,549494 .. .;0] > 0,549494 . ..
0,5040900090. ..;0] <> 0,5040900090. ..
(0,50 0040 0090 0040009000 . . . ; 0] <+ 0,50 00 40 00 90 00 40 0090 00 . . .

Technickd poznamka. V piikladu [2] do nasi bijekce pfispélo pouze
zobrazeni f: C — U, tedy zobrazeni ¢tverce do usecky, nyni pfispiva i
zobrazeni g: U — C tsecky do ¢tverce. Sestrojovana bijekce je zobrazeni
vzajemné jednozna¢né. Neni tedy podstatné, zda ji budeme chéapat jako
zobrazeni C — U, anebo U — C, proto dvojsipky ve vySe uvedenych zapi-
sech jednozna¢ného pfifazeni. V zajmu zachovani poradi, se kterym jsme
zacali v pfikladu 2, budeme i ptispévky zobrazeni g zapisovat v poradi
[¢tverec| > usecka.

Tkanicka reprezentanta [0,5999...;0,4444...] (ktery podle amluvy
v tkani¢ce samotné byt nesmi) tedy do nasi bijekce vygeneruje tato (rov-
néz vzajemné jednozna¢nd) piifazent:

0,549494...;0] <> 0,549494 ...

[0,5040900090...;0] <+ 0,5040900090. ..
[0,50004000900040009000...;0] « 0,50004000900040009000...

Vsimnéte si: bod ¢tverce, jehoz obé soutfadnice maji jednoznaény de-
setinny rozvoj (viz pf. [2), potfebuje jen jednu nasi tkanicku a obstara
tak jenom polovinu Snérovani boty (viz obr. @ Bod, jehoz prvni sou-
fadnice nemé4 jednoznacny desetinny rozvoj a druhé ano, ,,sestroji“ dvé
tkanic¢ky. Zobrazeni f modeluje tmava tkanicka, je-li provlékana zleva
doprava. Za¢ina stejné jako tkanicka z pi. 2] vlevo. Zobrazeni g modeluje
svetla tkanicka pii provlékani zprava doleva (viz obr. @, ktera zacina
vpravo. Snérovan{ nasi modelové boty je tak kompletni.

Priklad 4. Najdéme tkani¢ku bodu
[0,4444...;0,6) = [0,4444...;0,6000...].
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¢tverec usecka

0,60 00 40 00 00 00 40 00 00 00 40 00 ...
0,50 00 40 00 90 00 40 00 90 00 ...

0,60 40 00 40 00 40 ...

0,50 40 90 40 90 ...

[0,60 40 00 40 00 40 ...; 0]
[0,50 40 90 40 90 ...; 0] &

[0,64 04 04 ...; 0]
[0,54 94 94 ..

Obr. 6: Snérovani bodu s nejednozna¢nym zapisem prvni soufadnice (viz pii-

klad

Zcela analogicky predchozimu pfikladu f — g fada vypada nasledovné:
77 % [0,4444...;0,6000...] £ 0,464040... %
910,46 4040 ..;0] % 0,406040004000. .. %
9% [0,406040004000...;0] L
4,/0,4000 600040 00 000040000000 .. %

Tkanic¢ka zac¢ina hned prvnim bodem.
f — g fada duplicitniho reprezentanta [0,4444...;0,5999...] je tvaru

? % 00,4444...;0,5999...] 5 0,454949... %
% [0,454949 .. ;0] 5 0,405040904090... %

Prvni zapis v tkani¢ce duplicitniho reprezentanta byt nesmi, takze tato
tkanitka zac¢ina az v tuném 0,45 49 (v bot& ve spodni dirce vpravo) a
$néruje ji az zobrazeni g.
Kde je zacatek?

V minulé kapitole zac¢inala tkanicka vzdy od zac¢atku — od nejspodné;jsi

dirky. Ale co kdyz zvolime bod, ktery na zacatku tkanicky neni? A jak
to viibec pozname?
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V predchozich ptikladech jsme poznali zacatek tak, ze jsme od daného
bodu nemohli jit v f — g fadé doleva. V pfipadé jinych bodiu ale doleva
jit miZzeme.

Priklad 5. Sestrojme tkanicky
bodi &verce a) [0,604;0] b) [0,504090009000...;0]

a bodu asecky ¢) 0,603090009000... d) 0,503090909090....
Prislusné f — g rady jsou:
a)
zacatek tkanicky zadany bod
( > g I g, >,
[0,6;0,4] = 0,64 = [0,64;0] = 0,604 = [0,604; 0] =
4, 0,60004 % [0,60004; 0] % ...
b)
zakazano zaCatek
a I an Y on f g
[0,59; 0,4] = 0,5490 = [0,5490; 0] = 0,504090009000. .. =
zadany bod
4% 70,5040900090...;0] &
EN 0,50 00 40 00 90 000000 90 000000 .. % ...
c)

zakézano zacatek zadany bod

Y f an Y an f g
[0,69; 0,3] - 0,6390 — [0,6390; O] -+ 0,603090009000... =

4% 10,6030900090...;0] % ...

a)

zakazano zakazano zakazano zacatek tkanicky, zadany bod

— gy T T g
[0,59;0,39] = 0,539 = [0,539;0] = 0,503090909090... =

5 10,503090909090. .. ;0] %

i>0,500030009000900090009000... .

Tkanicky k témto fadam, tedy i dalsi dvojice [vzor; obraz| hledané
bijekce, si ¢tenar podle predchozich ptikladi jiz jisté sestroji sam.
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Obecny postup konstrukce tkanic¢ek

Pfedchazejici text vede k tomuto obecnému postupu:

1. Pro dany zéapis bodu (nezaleZi na tom, zda jde o bod Ctverce ¢&i
usecky, ani na tom, zda je zapis povoleny ¢i zakidzany tmluvou)
najdeme zacatek jeho f — g fady dle prikladi [4]

2. Kazdy mozny zapis zacatku f — g fady (véetné zakazanych) bude
mit vlastni tkanicku.

3. Pro kazdy moZny zapis (véetné zakdzanych) sestrojime f — g fadu
s pocatkem v tomto zapisu.

4. Kazda f — g fada méa svoji vlastni tkanicku, ktera za¢ina vzdy
v prvnim povoleném zapisu.

Piiklad 6. Sestrojme tkanicky bodu [0;0,89).

Zadany bod je na zac¢atku svoji f — g fady (bod 1 obecného postupu)
a ma dva mozné zapisy, takze dle bodu 2 budou tkanic¢ky dvé. Dle bodu
3 sestrojime jejich f — g fady:

[0,0000...50,8900...] % 0,080900... % [0,080900...;0] %

ER 0,008000900000... % ...

Dle bodu 4 zac¢ina tkani¢ka prvnim bodem f — g fady, tedy ve ¢tverci,
Snéruje ji zobrazeni f.

0,0000...:0,8899...] 5 0,08080909... % [0,08080909...:0] %
40,00800080... % ...

Tato tkanicka dle 4 za¢ind bodem 0,08080909.. ., tedy v tsecce, Sné-
ruje ji zobrazeni g.

Vsimnéte si: Bod [a;b] € C, kde b = 0 (viz pf. [5] a, b), lezi na spodni
strané ¢tverce. Je-li a = 0, lezi bod na levé strané ¢tverce. Je nyni otéz-
kou, zda jsme postupem uvedenym v piikladu [5| zobrazili celou spodni
stranu ¢tverce a postupem v prikladu[f] celou stranu levou. Bohuzel tomu
tak zatim neni.

Priklad 7. Sestrojme tkanicku bodu [0;0].
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Prislusna f — g fada vypada nasledovné:
50000 L 0% [0;00 L oS 000 L oS 000 L
Tato fada nemé zacatek, ani zadny zapis s periodickou devitkou. S touto
tkani¢kou bychom si botu pfili§ nezavazali (spojujeme stéle jen dvé

spodni dirky boty), pro nasi bijekci je v8ak velmi dilezita, nebot zobrazi
levy spodni vrchol ¢tverce na jeden z krajnich bodt tsecky:

[0;0] <+ 0.

Zcela analogicky dopadnou f — g fady boda tvaru [a; 0], kde soufad-
nice a ma jedno desetinné misto. Kazdy tento bod mé v8ak alternativni
zapis, a tak sestroji jesté jednu tkanicku (viz pr. .

Vyjimka potvrzuje pravidlo
Priklad 8. Sestrojme tkani¢ku bodu [0,60 90 00; 0].

Tento bod lezi na spodni strané ¢tverce a z piikladu [5| vime, Ze neni
na zacatku své f — g fady. Tu sestrojime jiz zndmym postupem:
zaCatek tkanicky

29 9 .0 t [ Y 5. 01 7
??7 = [0,6;0,9] - 0,6909 = [0,6909;0] =

zadany bod
4, 0,609000 % [0,609000;0] > ...

f — g fada zacina zépisem obsahujicim periodu 9, timto zépisem vSak
tentokrat za¢iné i tkanicka, a to diky nasi smluvené vyjimece.

I kdyZ to zadani piikladu [§] pfimo nevyzaduje, dodejme pro tplnost,
7e prvni bod f — g Fady ma alternativniho reprezentanta [0,59;0,9]. Jeho
f — g fada a tkanicka vypada nasledovné:

22 %00,5999...;0,9999...] 5 0,5999... % [0,5999...;0] %

zacatek tkanicky

——
4,0,50909090 % [0,50909090...;0] &

240,5000900090009000... % ...

Tkanicka tentokrat nemuze zacinat prvnim bodem této rady. Zapis
0,5999... totiz vyjimku nema. Tkanicka tak musi pfeskoc¢it prvni tfi
¢leny a zadit az v bodé 0,50 90.
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Vimneéte si: Bod [0,6;0,9] lezi na horni strané ¢tverce. Jeho dvé tkanicky
vygeneruji obraz nejen tomuto bodu (pfevle¢enim tkanicky ze spodni levé
dirky doprava nahoru dle obr. @, ale i nekone¢né mnoha bodim spodni
strany (pfevlecenim tkanicky z vyssich direk vzdy zleva doprava nahoru
opét dle obr. @

Podobné bychom sestrojili tkanic¢ky zbyvajicich vrcholi ¢tverce, tj.
bodi [0;0,9], [0,9;0,9], [0,9;0] (pfipomefime, Ze levy spodni vrchol jsme
jiz zobrazili na nulu tsecky — viz ptiklad . Vgechny body v téchto tiech
f—g fadach maji povoleny zapis, kazda tkanicka tedy zac¢ina prvnim ¢le-
nem své f—g fady. Zapisy v8ech tii zadanych bodu jsou diky nasi vyjimce
jednoznac¢né, takze kazdy bod vygeneruje jen jednu tkanic¢ku. Konstrukei
téchto tkanicek opét prenechame ¢tenari. Napovézme, Ze dvojice [vzor-
obraz| bude ve vSech téchto pripadech generovat zobrazeni f.

Trocha terminologie a formalismu

Kazdy bod ¢tverce C je jednozna¢né uréen usporddanou dvojici re-
alnych ¢isel. Kazdé realné ¢islo bud ma4, anebo nemé4 jednoznaény de-
setinny rozvoj. TTeti moznost neexistuje. To znamena, ze kazdy bod
¢tverce patii do jedné z mnozin M,; (obé slozky maji jednoznaény roz-
voj), Mj, (prvni slozka mé jednozna¢ny rozvoj, druhé ne), podobné
My, My, Pata moznost neexistuje. Konstrukei obrazi bodi mnozin
M, Min, My, My, jsme popsali v obecném postupu a demonstrovali
na konkrétnich piikladech: obraz bodu A € M,,; — viz prvni pfifazeni
v pi. 3 obraz bodu B € M;,, — viz prvni pfifazeni v pt. 4] obraz bodu
D € M, — viz prvni pfifazeni v piikladu , obrazy bodt mnoziny M ;
— viz v8echna ostatni prifazeni.

Plati
C = ij U Mjn U Mnj U Mnna

pricem? tyto ¢tyfi mnoziny jsou neprazdné a po dvou disjunktni (tvoii
tzv. rozklad Gtverce). Zobrazeni C — U je tedy zobrazeni celého Ctverce
do mnoziny U. Kazdy bod ¢tverce je do tsecky zobrazovan zobrazenim
f, které je prosté. Kazdy bod ¢tverce i kazdy bod usecky leZi na je-
diné tkanic¢ce a v jediné dirce boty, takze i zobrazeni C — U je prosté.
Kazdému bodu na tsedce (¢islu z intervalu (0, 1)) 1ze najit jeho vzor ve
¢tverci viz priklady ), d), |7l a |8l Zobrazeni C — U tedy neni pouze
prostym zobrazenim (celého) ¢tverce do tsecky, ale prostym zobrazenim
(celého) ctverce na tsecku. Je tedy bijekci mezi ctvercem a dseckou.
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K nalezeni této bijekce (oznaCme ji b) jsme pouzili dvé zobrazeni:
zobrazeni f zobrazuje jistou podmnozinu bodu ¢tverce (oznaéme ji Cy)
na jistou podmnozinu boda Gse¢ky (ozna¢me ji Uy). Je tedy f: Cp — Uy.
Zobrazeni g zobrazuje jistou podmnozinu bodi tsecky (oznaéme ji U,))
na jistou podmnozinu bodi étverce (oznaéme ji Cy). Je tedy g: Uy — Cy.

Bijekce je zobrazenim celého ¢tverce na celou tisecku. Musi tedy platit

C=CruC, U=U;UlU,.

Kazdé zobrazeni je mnoZzinou — mnoZzinou uspoidadanych dvojic [vzor;
obraz|, takZe zobrazeni lze sjednocovat. Je-li

f:Cp—=Up, g:lUy—Cy C=CrUCy, U=UrUU,,

lze nasi bijekci b zapsat pomoci sjednoceni zobrazeni f, g. Ov8em pozor,
nelze psat b = f U g, protoze zobrazeni g zobrazuje v ,,opa¢ném sméru*
nez zobrazeni f. Upozornili jsme na to technickou poznamkou v pf. 3 a
situaci vytesili ,,pFehozenim poradi dvojic [vzor; obraz|“ u zobrazeni g.
Tyto sice nazorné, ale zna¢né nematematické formulace nyni pielozime
do jazyka matematiky: do bijekce b nepfispiva zobrazeni g, ale zobrazeni
¢! k nému inverzni. Bijekci lze tedy zapsat jako sjednoceni

b=fug L.

Takto byla zobrazeni f, g pouzita k dikazu Cantorovy—Schroderovy—
Bernsteinovy véty v [II str. 25].

Zobrazeni b je zobrazeni ¢tverce na tsecku, zobrazeni tsecky na ¢tve-
rec je zobrazeni inverzni k b, tedy b~! = f~' Ug.

Tkanic¢ku z piikladu [2| jsme oznagili £1 (,prvni tkanic¢ka zacinajici
vlevo*), podobné muZeme prvni tkanicku v nasem textu, kterad za¢ina
vpravo, oznacit P, v8echny dalsi za¢inajici vlevo pak postupné Lo, L3,
... Dalsi tkanicky za¢inajici vpravo podobné Ps, P3, ... Zobrazeni f je
pak sjednoceni viech mnozin £; uspofadanych dvojic [vzor; obraz|, které
vygeneruji vSechny tkanicky zacinajici v boté vlevo, podobné zobrazeni
g~ ! je sjednoceni viech mnozin P; usporadanych dvojic [vzor; obraz],
které vygeneruji vSechny tkanic¢ky zacinajici v boté vpravo. Je tedy

f=Uzi. o'=UP a b=JLulUnr:

i€l jeJ i€l JjeJ
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Zaveér

Na konkrétnim a snad i zajimavém piipadé jsme demonstrovali mys-
lenku, jejiz matematické zpracovani a formélni zapis je méné znamym
ditkazem jedné z nejdulezitéjsich vét teorie mnozin, jehoz autorem je ma-
darsky matematik Gyula (Julius) Konig. Tento ¢lanek tak muZe byt cen-
nym materidlem pro vSechny zajemce o studium matematiky, ale nejen
pro né. Pochopeni prezentované myslenky totiz vyzaduje jistou troven
logického mysleni, kterou potfebuji nejen budouci matematici, ale které
by méli dosahnout i uchazeci o vysokoskolské studium jinych obori, a to
nejen prirodovédnych, ale i technickych.
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