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OBRAZKY A MATEMATIKA

FRANTISEK KURINA

Geometrie je, jak znamo, ta ¢ast Skolské matematiky, ktera se ne-
obejde bez obrazkt. Muzeme ukazat a nakreslit bod, Gsecku, po-
lopfimku ¢i pfimku, ale neumime tyto pojmy definovat. Trojuhel-
nik, ¢tverec, pétithelnik nebo kruznici mizeme nejen nakreslit, ale
i definovat. Obrazky jsou jazykem geometrie. Geometrické kresby
jsou uzitecné i v aritmetice a algebre. Kladna realna ¢isla mtizeme
znazornit tseckami, graficky mizeme vyjadrit i soucet téchto Cisel,
jejich soucin muzeme interpretovat jako obsah obdélniku. Geome-
trickym jazykem muzeme vyjadiit i ne€které aritmetické zakoni-
tosti. Dvoji pohled na soucet tiseCek napovidd komutativitu sci-
tani, obdélnikem s rozméry a a b + ¢ mizeme ovéfit distributi-
vitu nasobeni vzhledem ke s¢itani, vzorec pro (a + b)? miiZeme
pfiblizit zaktiim dvojim pohledem na étverec se stranou a + b.
Kresleni obrazki rovnéz usnadiiuje seznamovani s novymi pojmy.
Geometrické obrazky jsou nazornéjsi nez slovni nebo symbolicka
vyjadieni. Pfipomenme napt. konvexni a nekonvexni ttvar, spoji-
tou a nespojitou funkci. Témito zndmymi otdzkami se nebudeme
zabyvat. VSimneme si pouze role obrazka pfi feseni tiloh a dokazo-
vani. Deskriptivni geometrie je metoda Feseni tloh rysovanim. To
je zcela v souladu s Vopénkovou myslenkou: ,,geometrie je metoda
predpovidani pomoci rysovani“ (Vopénka, 1971, s. 748).

Jak to vidi védci?

,Umeét ulohu pfelozit z feci slov do fe¢i obrazce a obracené, to
neni spjato jenom s urcitou partii uciva, ale s celou podstatou
matematiky — ba dokonce s celou podstatou mysleni.“ (Holubar,
1960).

,2Neuznavani obrazkl a nacrtu za plnohodnotny zptsob sdélo-
vani matematickych poznatki, to je disledné trvani na slovnich
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popisech sdélovanych poznatkid, vyrazné umrtvuje dynamiku ma-
tematického poznévani.“ (Vopénka, 2004, s. 569).

»,Ked matematik stoji pred algebraickym problémom, usiluje
sa dostat do geometrickej podoby, tak ho TahSie moze vyrieSit.“
(Riecan, 2013, s. 71).

,Geometrické obrazky nejsou jen psychologickou pomtckou,
ale dtlezitym néastrojem konstruovani logické struktury matema-
tickych teorii.“ (Kvasz, 2008, s. 569).

,»Skor ako zaneme konstruovat, musime si celt situdciu ujas-
nit. Nakreslime si obrazok, na ktorom je hladany Gtvar uz zostro-
jeny, vyznacime dané prvky a zacneme obrizok skimat. Hladdme
cestu, ktora vedie od danych prvkov k zostrojeniu celého obrazka.“
(Hejny et al., 1989, s. 327).

Popsany Hejného postup je charakteristicky pro tzv. rozbor
konstrukéni tlohy a hledani cesty znamend obvykle dokreslovani
obrazku. Toto dokreslovani neponechavame ovsem nahodé, ale
opirame se o intuici, o pfedstavu toho, co by snad mohlo vést
k feSeni. Jde o dobry napad, ktery je jen nékdy veden logikou. ,,N&-
pad je jako snih, musi napadnout® (Leciiv aforismus). Snad proto
paroduje Emil Calda dokreslovani obrazku nasledujicimi slovy:

Zirdme-li na obrazek pfedstavujici rozbor konstruk-
tivni tlohy dostatecné dlouho a stale nic nevidime,
spojime namatkou vybrané body a koukame, jestli uz
néco vidime. Jestlize ani ted nic nevidime, spojujeme
postupné dalsi a dalsi body tak dlouho, dokud néco ne-
uvidime, nebo dokud nevznikne takova zmét Car, ze uz
vibec nic vidét nemtzeme. V tomto pfipadé nakres-
lime ptivodni obrazek znovu, spojime jiné dva body
a cely postup opakujeme. (Calda, 2003, s. 11)

Nase didaktika roli ndpadu pfi feSeni tloh nezdurazinuje. Roz-
bor konstrukéni tulohy se popisuje napt. takto: ,,Pfepokladejme
hledané, jako by uz bylo uskute¢néno. Odtud vyvozujeme za-
véry a dalsi zavéry tak dlouho, az dojdeme k tomu, co je dano.
A konecné se pokusime usudky obratit a dojit tak od daného
k hledanému.“ (Thiele, 1985, s. 62). V nasi literatufe jsem ter-
min napad vibec nenaSel. Didaktika matematiky je tak odtrzena
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od 8kolské praxe, nebof kazdy ucitel vyznam dobrého napadu
pii feSeni tlohy ve tfidé potvrdi, kazdy snad prozil uspokojeni
a uspéch, kdyz dobry napad dostal. Co je dobry napad? ,Nahla
a vyznamna zména naseho pohledu na véc, nahla reorganizace
naseho zptsobu chapani problému, pravé se vynofivsi sméla pred-
povéd vSech krokil, které musime provést, abychom ziskali feSeni.
(Polya, 2016, s. 160). V souladu s Hadamardem (1996) bychom
méli chapat feseni problémi takto:

1. Preparace. Problém je podroben systematické analyze.
2. Inkubace. Etapa zrani problému v podvédomi fesitele.

3. Iluminace. V fadé asociaci, které se fesiteli honi hlavou, se
zrodi dobry napad (happy idea), ktery je jadrem FeSeni pro-
blému.

4. Verifikace. Ovéfeni, ze feSeni je spravné.

Domnivam se, Ze pfipomenuté ¢tyti etapy prispivajiik hlubsi-
mu chapani vzdélavaciho procesu. Velkou ¢ést skolni matematiky
muzeme povazovat za etapu piipravy k feSeni tloh (stupen pre-
parace). Ve gkole byva zpravidla malo ¢asu na zrani problémii
v myslich z&kt (stupeii inkubace). V praxi Skoly pak ¢asto radost
z objevu prozije bohuzel jen ¢ast zakt. Ovéfeni spravnosti feseni
tlohy je ovSem nezanedbatelna slozka skolni préce.

Nékolik prikladt

Pii feSeni tloh byva nékdy zrod dobrého napadu inspirovan ob-
razkem. Ilustrujme to nékolika tlohami. Zacatek resSeni ulohy je
v obrazcich naznacen tlustou ¢arou, napady budeme oznacovat N;.

Piiklad 1 (Dam, 2004, s. 16-19). V pravouhlém trojuhelniku
ABC' s odvésnami a, b oznac¢me D prisecik osy pravého uhlu
s primkou AB. Urcete velikost tisecky CD.

Ny: Sestrojme ¢tverec CNDM (obr. 1). Z podobnosti trojihel-

nikt BM D a DN A vypoéitame velikost strany ¢tverce, z = -2

a+b"
o+ ’ . _ abVv2
Usecka C'D mé tedy velikost d = % il
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45° IN a
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Obr. 1: Ctverec s thloptickou CD

N3: Sestrojme tisecku AE (obr. 2). Vysledek ziskdme z podob-
nosti trojuhelniki BC'D a AED.

E
45° ¥

B \

A D b

1 P
& @ By

45°
45° b

C A

Obr. 2: Podobné trojuhelniky BCD a AED

Njs: Sestrojme tsecku AF (obr. 3). Zde vyuZzijeme podobnost
trojthelnika BC'D a BF A.

Uzitim vzorce S = %ab siny pro obsah trojuhelniku, sinové
a kosinové véty, souctovych vzorcti pro goniometrické funkce nebo
analytické geometrie mtiZzeme ziskat fadu dalsich feseni tlohy (Ku-
fina, 2011).
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Obr. 3: Podobné trojuhelniky BCD a DF A

Priklad 2. Vypoditejte obsah vysrafovancho ctyiuhelniku, ktery
je prunikem shodngch ctverciu podle obrdzku 4. Q je stred ctverce.

Obr. 4: Pranik étverct

Ny: Rozdélme ¢tyrihelnik, jehoz obsah hledame, na ¢asti, je-
jichz obsahy umime vypocitat podle obrazku 5.

1

17

Obr. 5: Déleni ¢tyithelniku na ¢asti
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Ny: Dopliime ¢étyrihelnik na atvary, jejichz obsahy umime vy-
pocitat (obr. 6).

Obr. 6: Déleni obdélniku

N3: Otocme vysrafované trojuhelniky podle obrazku 7.

Obr. 7: Otaceni trojihelniku

N4: Nakresleme do jednoho ¢tverce malé ¢tverce podle ob-

razku 8.
—
o

/

S

Obr. 8: Dokresleni malych ¢tverct
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N5: Dokresleme dalsi 3 ¢tverce podle obrazku 9.

Obr. 9: Dokresleni tii ¢tvercu

Priklad 3. Dokazte: Jestlize viyska CP a téznice CO déli ihel
ACB trojihelniku ABC' na tri shodné édsti, je ABC' pravoihly
trojihelnik s preponou AB (obr. 10).

Obr. 10: Déleni thlu na t¥i shodné c¢asti

N; (Jan Houska): P¥imka n = OC je osou soumérnosti, v niz
bod P piejde do bodu P’ (obr. 11). Z obrazku je feSeni tlohy

ziejmé. Protoze |OP| = £, |AO| = £, je sina = 3, o = 30°.

Podle véty o souctu vnitinich thli v trojihelniku APC jee = 30°
a AC | BC.

Obr. 11: Osa soumérnosti thlu
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N (Jaroslav Svréek): Sestrojme vysku OQ trojihelniku ACO
(obr. 12). Z podminek tlohy vyplyva, Ze trojuhelniky BPC, OPC,
0QC, OQA maji tyz obsah S, Q je stfed strany AC' a AC | BC.

Obr. 12: Vyska trojuhelniku

N3 (Karel Hordk): OpiSme trojuhelniku ABC kruznici k
(obr. 13). Osa m strany AB se protne s osou o thlu ACB v bodé D
kruznice k. Ze shodnosti stejné oznacenych hl lze snadno odvo-
dit tvrzeni tulohy.

D
o/Ilm

Obr. 13: Kruznice trojuhelniku opsana

Dodejme, Ze v zavorkach jsou uvedeni autofi jednotlivych na-
padi.

Resenim nasi ulohy jsme dokézali nejen to, Ze trojihelnik ABC
je pravouhly, ale také to, Ze ma velikosti ostrych thld 30° a 60 °.
Nebylo by mozné predpoklady tlohy oslabit, napt. tim, Ze budeme
pozadovat pouze shodnost tthla ACO a PC'B? To vede k zajimavé
uloze, jejiz feSeni popisuji v knize (Kufina, 2011, s. 128-132).
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Obrazky hraji vyznamnou roli nejen pfi feSeni tloh, ale i pi¥i
dtikazech vét. Dolozme to vétou o priseciku vysek trojithelniku.

Podle publikace (Baltzer, 1883) zalozil sdm velky Gauss dukaz
této véty na napadu sestrojit kazdym z vrcholu trojuhelniku ABC
pfimku rovnobéznou s protilehlou stranou (obr. 14). V trojihel-
niku MNP, ktery takto vznikne, jsou vysky trojuhelniku ABC
osami stran trojuhelniku MNP a véta je dokdzana. Tento dikaz
se vyskytuje ve vétsiné nasich ucebnic.

Ve=0p

VauOnp

B Vo=0Omy

M
Obr. 14: Dtikaz véty o pruseéiku vysek

Nebylo by mozné interpretovat vysky ostroithlého trojithelniku
jako osy thl jiného trojuhelniku? Je to mozné podle obrazku 15.
Vysky trojuhelniku ABC' jsou osami thli trojuhelniku MNP.
Toto tvrzeni je z obrazku 15 zfejmé, uvédomime-li si, Ze napf. troj-
thelnik M N B je podobny trojuhelniku AC'B. Podobnost téchto
trojuhelnikd plyne z toho, Ze plati |[AN| = |AC| - cosa, |AP| =
= |AB]| - cos a.

Ve=0pas

Obr. 15: Jiny diukaz véty o pruseéiku vysek
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Dikazy beze slov

V prikladech, které jsme uvedli, stdl obrazek na zacatku feseni
problému. Nékdy ovsem muze byt obrazek tak vymluvny, Ze ho
lIze povazovat, s trochou nadsazky, za dikaz beze slov, za vyja-
dfeni presvédceni, ze tvrzeni plati. Snad nejrozsahlejsi zpraco-
vani této problematiky publikoval v dvoudilné knize Proof wi-
thout Words americky matematik R. B. Nelsen. Jeho kniha byla
pfeloZzena i do ¢estiny (Nelsen, 1993). Pro ilustraci zde uvedme dii-
kaz véty o souctu n pfirozenych ¢isel (obr. 16), dikaz nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym prameérem (obr. 17), dukaz
véty Pythagorovy (obr. 18), dikaz véty kosinové pro ostrothly
trojthelnik (obr. 19), diikaz véty o souc¢tu nekoneéné geometrické
fady (obr. 20) a dikaz sou¢tové véty pro funkci tangens, je-li sou-
Cet o + 8 thel ostry (obr. 21).

Obr. 16: Soucet prirozenych ¢éisel (Nelsen, 1993, s. 70)

“— g

Obr. 17: Nerovnost mezi praméry (Nelsen, 1993, s. 49)
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a’+ 2= CZ,

Obr. 18: Pythagorova véta

a b.cosy
a.cosy
S % Ss c.cosf
c.cosg, s
s, ! ’
b B
A 8
2 2 72
= a®+b-2 abco5/~
S Sz ¢ .
b.cosa a.cosp

Obr. 19: Kosinova véta

1/2 1

Obr. 20: Soucet geometrické fady (Nelsen, 1993, s. 118)
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1-tga.tgB tga.tgf

o4 Q
a+B

tgB
x-tgBY) 4

0 tga
5

Obr. 21: Souctovy vzorec

Popsany pfistup je ovSsem v piikrém rozporu se 70 let starym

nazorem Jana Vysina: ,,Obrazec je pii provadéni dikazu jen ja-
kymsi pfehlednym seznamem oznaceni a zapisem situace, nikoli
podstatnou slozkou pfi odiivodiiovani.“ (Vysin, 1952, s. 5).

Podle mého nazoru bychom méli vénovat vizualnim reprezen-

tacim pojmu a postupt ve vyucovani nalezitou péci, protoze mo-
hou prispivat k porozuméni matematice.
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