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Soddyho kruznice
Martina Skorpilovd, Katka Urbdnkovd

Abstrakt. Soddyho kruznice, které jsou resenim specidlniho ptripadu Apolléniovych tiloh, upou-
taly pozornost matematické komunity predevsim poté, co byly roku 1936 nékteré jejich vlast-
nosti publikovany Frederickem Soddym ve formé basné. Studovany vsak byly jiz v 17. stoleti.
Kromé historie popiSeme jejich konstrukci, vyjadiime jejich poloméry a predstavime nékteré
s nimi souvisejici geometrické ttvary.

Podstatnd ¢ast ¢lanku vznikla na zakladé bakaléiské prace [24], ve které lze dohle-
dat dalsi informace.

1. Definice, prislusné znaceni a pribuzné pojmy

Definice 1. Necht ka, kg, ko jsou kruznice, z nichz kazdé dvé maji vnéjsi dotyk.
Kruznice, kterd ma se vSemi kruznicemi ka, kp, ko vnéjsi, resp. vnitini dotyk, se
nazyva vnitini, resp. vnéjsi Soddyho kruznice (viz obr. 1).

V dalsim textu budeme vnitfni, resp. vnéjsi Soddyho kruznici znacit sp, resp. s
a jeji stred budeme znacit Sy, resp. Ss. Kruznice k4, kg, kc budeme nazyvat urcujici
a jejich stfedy budeme znacit po fadé A, B, C' (viz obr. 1).

Na vnitini Soddyho kruznici (pfesnéji feceno na tuto kruznici spolu s jeji vnitini
oblasti) lze pohlizet jako na TeSeni tzv. problému cétyr minci (Four Coins Problem),
ktery spociva v hledani mince, ktera se dotyka tii pevné zvolenych, na rovné plose
lezicich a vzajemné se dotykajicich minci.!

Soddyho kruznice jsou fesenim specialniho pripadu tzv. Apolléniovijch diloh. Jejich
podstatou je ke tfem danym rtznym kruznicim v roviné nalézt takovou kruznici, ktera
se jich dotyka. Pro t¥i dané kruznice, jejichz poloméry nejsou ani nulové, ani nekonecné
velké, existuje obecné osm riznych kruznic, které se jich dotykaji. Pokud vsak maji tri
dané kruznice po dvou vnéjsi dotyk, existuji pouze dvé feseni, kterymi jsou Soddyho
kruznice.?

Apolléniovy tlohy jsou pojmenovany podle staroreckého geometra, matematika
a astronoma Apollénia z Pergy (asi 262 pt. n. l.—asi 190 pt. n. L), ktery se témto

INenf ndm zndmo, zda v redlnych podminkach takova mince existuje, nebot by musela mit velmi
maly polomeér.

2Zphisobt, jak vyfesit Apolléniovy tlohy, je mnoho. Nékteré z postuptl lze nalézt napiiklad
v praci [14] é v textu [12]. Zminénych osm FeSeni lze nalézt na obrdzku v praci [24], str. 5. Lze
studovat rovnéz zobecnéni Apolléniovy tlohy, v némz maji nékteré ze tii danych kruznic nulovy, resp.
nekonecné velky polomér, tj. jedné se o body, resp. o primky. Hleda se tedy kruznice, ktera prochédzi
danym bodem (danymi body), dotykd se dané piimky (danych piimek) a dané kruznice (danych
kruznic). Tim vznikéd deset rtiznych variant, které maji riizny pocet feseni. Jednotlivé piipady jsou
znazornény opét v textu [24], str. 6.

RNDr. MARTINA SKORPILOVA, Ph.D., KaTkA URBANKOVA, Katedra didaktiky matema-
tiky MFF UK, Sokolovska 83, 18675 Praha 8, e-mail: stepanov@karlin.mff.cuni.cz,
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Obr. 1. Soddyho kruznice

tlohédm vénoval v knize O dotycich (Emagar, Epafai). Tato prace se bohuzel nedocho-
vala, avsak svédectvi o Apolléniové studiu kruznic doklada text od Pappa z Alexandrie
(290-350).

2. Historie?

2.1. René Descartes

Vyznamny posun ve studiu Soddyho kruznic ucinil francouzsky filozof a matematik
René Descartes (1596-1650), ktery se snazil analyticky vyFesit Apolléniovu tlohu.
Tento problém diskutoval i v ramci vzajemné dlouholeté korespondence s princeznou
Alzbétou Falckou (1618-1680, téz zvand Anezka Ceska ¢ Alzbéta z Herfordu).* Po
nékolika dopisech, v nichz si sdélili své napady, ale soucasné i neprekonatelné problémy
s feSenim, nakonec Descartes navrhl studovat pouze pripad, v némz se tii dané kruznice

3P¥i zpracovani této kapitoly byly vyuzity texty [2], [3], [8], [13], [7], [18], [19], [22] a [9].
4Vice o takika Sedeséti dopisech s filozofickou a matematickou tematikou, které si René Descartes
s Alzbétou Falckou poslali, viz [3] ¢i [7].

106 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 68 (2023), ¢. 2



dotykaji, a to vné, tj. omezit se pouze — v dnesni terminologii — na hledani Soddyho
kruznic. Roku 1643 dospél ke vztahu pro poloméry ¢tyt takto se dotykajicich kruznic.
Piestoze vztah nikdy nepublikoval, je dnes oznacovan jako Descartesova véta.®> Dikaz
véty lze nalézt napf. v ¢élanku [23].

Véta 1 (Descartesova véta). Necht jsou dany ¢tyfi kruznice, z nichz kazdé dvé maji
vnéjsi dotyk a kazda kruznice ma krivost k;, kde krivosti k; jsou prevracené hodnoty
polomérti r; jednotlivych kruznic, tj. k; = L, i = 1,2, 3, 4. Potom plat{

Ty’

(k14 ko + ks + ka)? =2 (k7 + k3 + k3 + K3),

11 1 1y 1 1 1 1Y
b=t =2- =)+ (=) (=) (=) ] @
1 T2 3 T4 1 T2 T3 T4
Stejné téma studoval v roce 1826 rovnéz Svycar Jakob Steiner (1796-1863)
v ¢lanku [22] a v roce 1842 na néj navéazal Anglican Phillip Beecroft (1818-1862)
v praci [2]. KruZnice vSak nejvice proslavil ve druhé poloviné ticatych let 20. sto-
let{ Frederick Soddy (1877-1956), a to predevsim diky skutecnosti, ze své vysledky

publikoval netypicky ve formé basné (viz niZze), coz pritdhlo pozornost matematické
komunity.

tj.

2.2. Frederick Soddy

Frederick Soddy® byl anglicky radiochemik, ktery se narodil jako posledni dité ze
sedmi sourozenct 2. zari roku 1877 v Eastbournu do rodiny obchodnika s kukufici.
V roce 1898 promoval s vyznamendnim z chemie na Merton College v Oxfordu. Na
zdejsi univerzité poté mezi lety 1898 a 1900 pusobil jako vyzkumny pracovnik. Roku
1900 odesel na dva roky do Kanady, kde piisobil na katedie chemie na McGill Univer-
sity v Montrealu. Na vyzkumu zde spolupracoval s britskym fyzikem a chemikem no-
vozélandského ptuvodu Ernestem Rutherfordem (1871-1937), drzitelem Nobelovy ceny
za chemii z roku 1908. Spolu publikovali nékolik ¢lankt o radioaktivité a izotopech.
Rovnéz Frederick Soddy se pozdéji, konkrétné roku 1921, stal drzitelem Nobelovy ceny
za chemii.

Po navratu z Kanady vystridal radu instituci. Nejprve pracoval na University
College v Londyné, v letech 1904 az 1914 ucil na University of Glasgow, poté pu-
sobil na univerzité ve skotském Aberdeenu a od roku 1919 az do svého penzionovani
v roce 1937 zastaval pozici profesora chemie na Oxfordské univerzité.

V roce 1908 se ozenil s Winifred Moller Beilby (1885-1936), dcerou prumyslového
chemika. Par spolupracoval i odborné a v roce 1910 spolec¢né publikoval ¢lanek o ab-
sorpci gama zareni z radia.

Soddyho objevy z oboru radioaktivity mimo jiné inspirovaly anglického spisovatele
Herberta Georga Wellse (1860-1946) k napsdni valetného romdnu Osvobozeni svéta

5Dnes vime, ze plati obdobny vztah i pro kruznice, které nemusi mit nutné vnéjsi dotyk. V tomto
obecnégjsim pripadé se musi oSetfit znaménka u krivosti, tj. uvazovat znaménkové krivosti (vice viz
6. kapitola).

SFotografie Fredericka Soddyho viz napt.
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Frederick_Soddy.jpg
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(1914)7, jehoz d&j se odehrava v budoucnosti a v némz se — v predstihu ptiblizné
triceti let — spravné predpovidd vynalezeni atomové bomby.

Mezi lety 1914 az 1934 se Frederick Soddy vénoval také ekonomii. Napsal sérii
knih, v nichz nabizel pohled na ekonomii s vyuzitim fyziky, zejména termodynamiky.
V nékolika knihach vysly i jeho vysledky o radioaktivité.

O kruznicich dnes nesoucich jeho jméno napsal Soddy basen nazvanou The Kiss
Precise, ktera vysla v ¢asopise Nature v roce 1936 [18]. Podle ndzvu basné jsou Soddyho
kruznice nékdy oznacovany jako tzv. libajici se kruznice.

The Kiss Precise

For pairs of lips to kiss maybe
Involves no trigonometry.

This not so when four circles kiss
Each one the other three.

To bring this off the four must be
As three in one or one in three.

If one in three, beyond a doubt
Each gets three kisses from without.
If three in one, then is that one
Thrice kissed internally.

Four circles to the kissing come.

The smaller are the benter.

The bend is just the inverse of

The distance from the center.

Though their intrigue left FEuclid dumb
There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line
And concave bends have minus sign,
The sum of the squares of all four bends
Is half the square of their sum.

To spy out spherical affairs

An oscular surveyor

Might find the task laborious,

The sphere is much the gayer,

And now besides the pair of pairs

A fifth sphere in the kissing shares.
Yet, signs and zero as before,

For each to kiss the other four

The square of the sum of all five bends
Is thrice the sum of their squares.

7V originalu The World Set Free, Macmillan & Co., London, rovnéz E. P. Dutton, New York, 1914.
V ceském prekladu Piremysla Bohuslava: Osvobozeni svéta, M. Rosicky, Praha, 1919.
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V roce 1937 v ¢lanku [19] Frederick Soddy svoji teorii o kruznicich rozsifil do
trirozmérného prostoru. Vytvoril tzv. Soddyho hexlet, tj. Sestici kouli, které se dotykaji
tfi danych kouli majicich po dvou vnéjsi dotyk (vice viz déle).

Frederick Soddy zemftel 22. zari 1956, tj. nedlouho po svych sedmdesatych devatych
narozeninach, v anglickém Brightonu.

Jsou po ném (kromé geometrickych ttvart) pojmenovany napf. krater na odvré-
cené strané Meésice Ci radioaktivni uranovy minerdl soddyit s jantarové zlutymi krys-
taly.®

3. Konstrukce Soddyho kruznic’

Pri konstrukei Soddyho kruznic a rovnéz pri nékterych dale uvedenych vypoctech bude
hrat podstatnou roli kruhovéd inverze. Uvedme proto nyni definici tohoto zobrazeni
a jeho vlastnosti.

Definice 2. Necht je v tzv. Mébiovée roving, tj. v Eukleidové roviné rozsitené o jeden
nevlastni bod M*°, dana kruznice w o stfedu R a poloméru r,,. Kruhovd inverze urcend
kruznici w(R, 1) je zobrazeni v. Mébiové roving, které

(i) bodu R piitadi bod M a naopak bodu M pfifadi bod R,

(ii) kazdému bodu X # R, X # M piitadi bod X', ktery ndlezi poloptimce RX

a plati |[RX| - |[RX'| = 2.

Kruznice w se nazyva ridici.

7 definice snadno plyne, Ze kruhovd inverze je involutorni zobrazend, tj. je-li bod X'
obrazem bodu X, potom je bod X obrazem bodu X'.

Déle je evidentni, ze bod lezici ve vnéjsi, resp. vnitini oblasti ridici kruznice se
zobrazi na bod lezici ve vnitini, resp. vnéjsi oblasti fidici kruznice a ze bod fidici
kruznice je samodruzny.

Primky a kruznice se v kruhové inverzi zobrazuji na primky, nebo kruznice. Zalezi,
zda geometricky utvar prochézi, ¢i neprochazi stredem R kruhové inverze, tj. zda obraz
utvaru bude, ¢i nebude obsahovat nevlastni bod M°.

Nyni bez ditkazi!? uvedeme dalsi, niZe vyuzivané zdkladni vlastnosti kruhové in-
verze.

Véta 2. Je-li kruhovd inverze urcena kruznici w(R, r,,), potom plati:

(i) Primka prochézejici bodem R se zobrazi na tutéz primku. Piimka neprochézejici
bodem R se zobrazi na kruznici prochéazejici bodem R.

(ii) Kruznice prochédzejici bodem R se zobrazi na primku neprochédzejici bodem R.
Kruznice neprochazejici bodem R se zobrazi na kruznici neprochazejici bodem R.
(Stred jedné kruznice se pritom nemusi zobrazit na stred kruznice druhé.)

(iii) Dveé kruznice, které se dotykaji v bodé R, se zobrazi na dvé rovnobézné primky,
které jsou kolmé na spojnici stredu kruznic.

(iv) Je-li T bod dotyku dvou rovinnych geometrickych titvari, potom je jeho obraz T’

bodem dotyku obrazu téchto utvar.

8Vice o mineralu viz napt. https://www.mindat .org/min-3702.html
9P¥i zpracovani této kapitoly byl vyuzit text [6].
10Vice o kruhové inverzi viz napi. [5] éi [11].
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Obr. 2.  Konstrukce Soddyho kruznic

(v) Slabé samodruznymi ttvary*! jsou piimky prochézejici bodem R a kruznice, které
protinaji ortogondlné ridici kruznici (dvé kruznice se protinaji ortogondlné, jestlize
tecny této dvojice kruznic v kazdém z jejich spolecnych priiseciki jsou na sebe
kolmé).

P1i konstrukci Soddyho kruznic vyuzijeme takovou kruhovou inverzi, ve které se
dveé z urcujicich kruznic zobrazi na dvé rovnobézné primky a zbyvajici urcujici kruznice
je slabé samodruzna. K témto obrazim urcujicich kruznic nalezneme takovou kruz-
nici, kterd méd s kazdym z obrazu pravé jeden spoleény bod (hleddme tedy kruzmici
dotykajici se dvou rovnobézek a jedné kruznice). Takové kruznice existuji dvé a jsou
to obrazy Soddyho kruznic ve zvolené kruhové inverzi.

Konkrétné uvazujme kruhovou inverzi ur¢enou kruznici w, které zobrazuje kruznice
k4, kg na dvé rovnobézné piimky k’;, k%3 kolmé na stranu AB trojihelniku ABC
a kruznici ke zobrazi na tutéz kruzmici (viz obr. 2). Stied této kruhové inverze je Cy
a kruznice k¢ = ki protind kruznici w ortogonalné (konkrétni hodnotu polomeéru r,

1 Slabé samodruznym ttvarem rozumime ttvar, ktery se zobrazi sam na sebe, aviak existuje alespon
jeden jeho bod, ktery se na sebe nezobrazi.
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fidici kruznice ke konstrukei pfekvapivé nemusime znat). Piimky &y, k; jsou tecny
kruznice ko = k(. Jejich body dotyku s kruznici ki, ozna¢me P a Pj.

Obrazy s, s Soddyho kruznic sj, sy v kruhové inverzi uréené kruzmici w jsou
kruznice, které se zaroven dotykaji piimek £’y a k%; a kruznice k(. Body dotyku kruz-
nice s} s pfimkami k', kK a s kruznici k;, oznac¢me po fadé T, Tp,, T4y a body
dotyku kruznice s, s pfimkami k/;, kK a s kruznici kf, oznac¢me po fadé Ty, Thq, Tio-

Upozornéme, ze stredy kruznic s;, se neodpovidaji v uvazované kruhové inverzi
stfedim kruznic s}, s3. Z tohoto dtivodu nejsou sttedy kruznic sf, s5 znaceny 57, S5,
ale Sl, 52.

Nalezneme vzory Ta1, Ts1, To1, Taz, T2, To2 bodt Ty, Thys Téy, The, The, Tig-
Jedna se o priseciky piimek C1T%,, C1Thy, C1T4y, C1T) s, C1Ths, C1T{ s kruznicemi
ka, kg, kc rtzné od bodta T}, T}, a C1. Tyto nalezené body jsou body dotyku vnitini,
resp. vnéjsi Soddyho kruznice s urcujicimi kruznicemi k4, kp a kc. Vnitini, resp.
vnéjsi Soddyho kruznici sestrojime jako kruznici opsanou trojuhelniku 74175171,
resp. TasTp2Tco. Pravé popsana konstrukee je eukleidovska.

Podotknéme, ze Soddyho kruznice lze sestrojit rovnéz pomoci tzv. Soddyho hyper-
bol (viz déle).

4. Poloméry Soddyho kruznic!?

V této casti vyjadiime poloméry Soddyho kruznic v zavislosti na polomérech kruz-
nic urcujicich. Ke vztahtim bychom mohli dospét tpravami Descartesovy véty. Pokud
bychom uvazovali, Ze r1, ro, r3 jsou poloméry urcujicich kruznic, potom bychom po
umocnéni rovnosti (1) ziskali kvadratickou rovnici s nezndmou i s dvéma koTeny,
z nichz jsou zrejmé dva ruzné poloméry r4 Soddyho kruznic.

Nasim cilem je vsak tyto poloméry vyjadrit bez znalosti Descartesovy véty, pouze
na zakladé vlastnosti geometrickych ttvart, které jsou znamé sirsi matematické komu-
nité. Predkladame postup, ktery by mél byt pochopitelny i pro sikovné stredoskolské
studenty a ktery soucasné ukazuje dalsi vyuziti ve 3. kapitole uvazované kruhové in-
verze.

V nize uvedenych vypoctech a uvahach vyuzijeme nékteré vzorce tykajici se troj-
thelniku a také tzv. mocnost bodu ke kruznici. Pfipomenme si proto nejprve nékolik
vztaht, definujme mocnost bodu ke kruznici a uvedme jeji zdkladni vlastnosti.

Pro trojihelnik ABC ozna¢me podle zvyklosti a, b, ¢ jeho strany (¢i jejich délky),
Va, Up, Ve délky jeho vysek kolmych na uvedené strany a s polovinu jeho obvodu, tj.
s=2-(a+b+c).

Obsah S trojuhelniku ABC miuzeme vypocitat nékolika zptsoby. Zrejmé nejcas-
t6j8im je vyuziti vztahu Sa = 252, Jinou moznosti je vypocet pomoci tzv. Heronova

' SA:\/S-(s—a)-(s—b)-(s—c). (2)

Budeme pracovat rovnéz se vzorcem pro vypocet poloméru r, kruznice v vepsané
trojuhelniku v zavislosti na délkach stran trojihelniku:

r:\/(s—a)-(s—b)-(s—c). 3)

S

12P¥i zpracovani této kapitoly byly vyuzity texty [6] a [4].
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Nyni pomoci uvedenych vzorcit vyjadrime polomér r, kruznice v v zavislosti na
polomeérech 7, 1, 7. urcujicich kruznic, resp. v zavislosti na téchto polomérech a na
obsahu Sa trojihelniku ABC.

Mgjme trojihelnik ABC, jehoz vrcholy jsou stiedy urcujicich kruzmic ka (A4, rq),
kp(B, 1), ko (C, r.), ke kterym hleddme Soddyho kruznice. Délky a, b, ¢ stran troj-
thelniku ABC' se rovnaji soué¢ttum poloméru uréujicich kruznic (viz obr. 2), tj.

CL:'I"b+7’C, b:Ta+T67 C:Ta+7’b, (4)

a ziejme také plati
S="Tq+ T+ 1. (5)

Pomoci vztaht (4) a (5) vyjadiime poloméry uréujicich kruznic:
Ty =8 —a, r, =8—0, e =8 — C. (6)

Dosazenim rovnosti (5) a (6) do Heronova vzorce (2) muzeme vypocitat obsah Sa
trojuhelniku ABC néasledovné:

Sn =\ (Ta+1y+7c) Ta T Te (7)

Vyjadreni poloméru r, kruznice v vepsané trojuhelniku ABC' v zavislosti na polo-
mérech uréujicich kruznic ziskdme pomoci vztahu (3), (5) a (6):

Ta " Th Te
T, = _—. 8
SN e+ ®)

Pokud bychom chtéli vyjadrit polomeér r, v zavislosti nejen na polomérech rg, 1, ¢,
ale i na obsahu S trojihelniku ABC, vyuzijeme vzorci (8) a (7):

Tv\/rawb'rc Tatrmptre SA )

To+7To+7c Ta+To+7Te Ta+7To+7c

Déle pripomeneme pojem mocnost bodu ke kruznici a uvedeme jeji nize vyuzivané
vlastnosti.'3

Definice 3. Je déan bod M a kruznice I(N, q). Cislo m = |[MN|? — ¢? nazyvime
mocnosti bodu M ke kruznici l.

Véta 3. Je ddna kruznice [(N, q) a bod M, ktery lezi v jeji vnéjsi oblasti (viz obr. 3).
Necht p a p’ jsou secny kruznice | prochézejici bodem M, které kruznici | protinaji
v bodech G, H a G', H', a déle necht t je tecna kruznice | vedend bodem M, jejimz
bodem dotyku je bod T'. Potom pro mocnost m bodu M ke kruznici | plati

m=|MG| - |MH| = |MG'|-|IMH'| = |MT|*.

Nyni se vratme k zobrazeni urcujicich kruznic k4, kg, kc v uvazované kruhové in-
verzi s fidief kruznici w o stiedu Cy (viz kapitola 3) a vyjddieme polomér r,, kruznice w
v zavislosti na polomérech r,, 1y, 7. uréujicich kruznic.

13Vice o mocnosti bodu ke kruznici viz napf. [5].
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Obr. 3. Mocnost bodu ke kruznici

Ozna¢me B; bod dotyku kruznic ka, ko (viz obr. 4). Jelikoz je bod P} bodem
dotyku pifmky £/, a kruznice k(,, zobrazi se bod By v uvazované kruhové inverzi na
bod P). Body C1, By, P) tudiz lezi na jedné pfimce.

Oznac¢me @ prusecik tsecek C1B; a OA, kde O je stied kruznice v vepsané troj-
thelniku ABC, a déle oznac¢me P prusecik tsecky P4 Pp a kolmice na tsecku AB
prochéazejici bodem Cf.

ky

ka

Obr. 4. Zobrazeni bodu v kruhové inverzi

Protoze je trojuhelnik B; AC; rovnoramenny a piimka OA = QA je osou jeho
vnittniho thlu B; ACY, je usecka AQ jeho vyskou na zékladnu BiCi, a tudiz plati
|<AQB1| = |[<AQP)| = |[<OQP) | = 90°. Jelikoz jsou te¢ny k';, k; kruznice k¢, kolmé
na usecku AB, jsou usecky P4 Pj a AB rovnobézné. Proto je rovnéz |[<OPP/| = 90°
a plati

|<OQP}| + |<OPP,| = 90° + 90° = 180°.

Z toho vyplyvé, ze ¢tyfihelnik QOPP) je tétivovy, a lze mu tedy opsat kruznici.
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Jelikoz se bod By zobrazi v kruhové inverzi s fidici kruznici w(Ch, ) na bod P,
plati na zakladé definice kruhové inverze

r

= |C1B,| - |C1 P},
= 2-1C1Q| - |C1 Py (10)

r

[SACER™

Z vlastnosti mocnosti bodu C; ke kruznici opsané ¢tyftuhelniku QOPP) déle plyne

|C1Q] - |C1Py| = |C1O] - |C1 P,

10| -|CyP
ol - 1G0L1aP
|C1 P
a tedy dosazenim do rovnosti (10) ziskdme
5, = 2-|C10| - |Cy P,
Ti =27, V. (11)
Protoze Sp = <5<, plyne ze vzorce (4) rovnost
2.5
Ve = = (12)
Tq + 7%

Dosazenim rovnosti (9) a (12) do vztahu (11) a nésledné vyuzitim rovnosti (7)
dostavame

2 9. Sa 2-8Sa _A-(ratretre) TaThoTe
© Ta+Th+Tc Ta+Th (rat+m+71e) - (ra+1p)
a tedy
4ory Ty
2 a b c
- e* 0 ° 13
= (13)

Uvazujme nyni libovolnou kruznici [, kterd se v kruhové inverzi zobrazi opét na
kruznici a soucasné neni samodruzna. Budeme potiebovat znat vztah mezi polomérem
takovéto kruznice [ a polomérem jejiho obrazu I’.

Méjme kruznici (N, q) a jeji obraz I'(N, ¢') v kruhové inverzi s iidici kruz-
nici w(R, r,) (viz obr. 5'4). Priiseciky ptimky NN = RN = RN s kruznici | oznaéme
E, F (jejich obrazy E', F' jsou priseciky piimky NN s kruznici I’) a body dotyku
jedné ze spolecnych teden kruznic [ a I’ vedené bodem R ozna¢me T a T’. Potom

IRF|—|RE|=2¢ a |RE'|—|RF'|=2q.

Pro pomér poloméru ¢ a ¢’ kruznic [ a I’ tedy plati

. |RF|—|RE|
2 =" =71 14
¢ = [RE|—|RF (14)

140Obrazek je pro piipad, v némz ¢’ > ¢. Pokud by platilo ¢’ < ¢, dosli bychom stejnymi tGvahami
ke zcela identickym vysledkim.
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Obr. 5. Odvozeni poméru poloméru kruznic

7 definice kruhové inverze mame vztahy

T2 T2
RE| = —%- RF| = —“—. 15
IRE| = (g |RFI= (15)

Dosazenim vyjadreni (15) do vztahu (14) ziskdvame pomér

r? r? 5 |RE'| —|RF'|
— p2o 20 P 1
q _ |RF'| |RE'| ' |RE[-|RF'|
¢ |RE'|-|RF'|  |RE'|-|RF|
a proto
q s

B B— 16
¢~ TRE[RF (16)

S vyuzitim mocnosti bodu R ke kruznici " a Pythagorovy véty pro pravothly
trojuhelnik RNT’ dostavame
m = |RE'|-|RF'| = |RT'? = |RN|® - [T'NP?,
a tedy
|RE'| - |RF'| = |RN|? — ¢"*. (17)
Pomoci rovnosti (16), (17) vyjddiime pomér polomért ¢, ¢’ kruznic l a I’:
q r2
q - |R]\7|2 _ q’2

a nasledné
2

_ Tw
Q—Q'm- (18)

Nyni mame vse pripravené k vyjadieni poloméra vnittni a vnéjsi Soddyho kruznice.
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4.1. Polomér vnitifni Soddyho kruznice

Pro polomér vnitini Soddyho kruznice s1(S1, 1), jejimZ obrazem v kruhové inverzi

s Tidici kruznici w(Ch, r,,) je kruznice s (S1, r.), pomoci vztahu (18) ziskdvame

2
Ty

" =T¢ ——=9 5-
R TEAA

(19)

Oznacime-li D patu kolmice vedené¢ bodem C' na stranu AB trojihelniku ABC
(viz obr. 6), jsou trojuhelniky DC;C a DC1S7 pravothlé a podle Pythagorovy véty
plati

|C’1C|2 = |01D|2+|CD|2 a |01§1|2 = |ClD|2+|§1D|2.

S5

/

A Dl C ‘B

Obr. 6. Pravouhlé trojihelniky

Odecteme od sebe druhé mocniny délek prepon obou trojuhelniki:

|C181]? — |C1C* = |C1D* +|S1D)? — (|C1D|? + |CD)?) =
= |S1D> — |CDJ* = (|$1D| — |CDJ) - (|S1D| + |CD).

Je-li T/, bod dotyku kruznic s} a k¢, plati
(|S1D| —|CDJ) - (|S1D| + |CD|) = |$1C| -2 |[T/1D| =2 - 1¢ - 2+ (e + ve).
Tudiz
|01§1|2*|001|2 :4'TC~(TC+’UC). (20)
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Oznac¢me I a I’ pruseéiky primky C1C s kruznici ko = ki, Jelikoz je kruznice k¢
v uvazované kruhové inverzi slabé samodruznd, je obrazem bodu I pravé bod I’. Proto
podle definice kruhové inverze je

7’3) == |Cll| . |01[/|

Odtud plyne
1 = (IC10] = 1) - (IC1C| + 1) = |CLCJ? = r2

a nasledné
|C’1C|2 :T3+7’3. (21)

Dosazenim vztahu (21) do rovnosti (20) ziskdme
G181 = (12 +72) =4 -7e - (re +vc)

a po upravé
|ClS_1|2—rg :ri+4-rc-(rc+vc). (22)

Dosadime-1li rovnosti (13), (22) do vztahu (19) a vyuzijeme-li poté vyjadieni (12),
dostavime

41y Ty Te

o= Te- Ta T =
T der, oy B
a b c
7+4-rc-(rc+vc)
T +7p
41y Ty Te
= .. o +7Tb —
=7, =
4d-rg-rp-T 2-Sa
¢ % Cigr P44,
Ta+rb Ta+rb
Tq T T
4.7, 22 <
o T +7p o Ta Th Tc
4. 'Ta'rb+rc'7’a+rc'7’b+2'SA Ta'Tb+Ta'TC+7’b'7’C+2'SA.
¢ Ta +Tp

Pro polomér r; vnitini Soddyho kruznice tedy plati vztah

Ta Th " Te
Ta To+Ta Tet+Ty Te+2-Sn

T =

Pokud do néj dosadime za Sa z rovnosti (7), ziskdme polomér vnitini Soddyho
kruznice vyjadreny pouze v zavislosti na polomérech urcujicich kruznic:

Ta Ty Te

ra'errra'chrrb'rCJr?'\/(raJrerrrc)'ra'rb'rc.

T =
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4.2. Polomér vnéjsi Soddyho kruzZnice

V pripadé poloméru 7o vnéjsi Soddyho kruznice bychom postupovali zcela analogicky
jako u poloméru 71 vnitini Soddyho kruznice. Dospéli bychom ke vztahu

TaTh Te

To = .
Ta Th+Tqg Te+Tp Te—2-SaA

Pokud bychom chtéli vyjadrit polomér ro pouze v zavislosti na polomérech urcuji-
cich kruznic, je prislusny vztah

Ta Ty Te

To =

ra-rb+ra-rc+rb-rc—2-\/(ra—l—rb—i—rc)-ra-rb-rc

Povsimnéme si, ze vyjadreni poloméri r1, ro Soddyho kruznic se lisi jen ve znamén-
kéach u obsahu trojuhelniku Sa. Pro poloméry r; a ro tedy plati nésledujici souhrnny

vztah:
T Th:Te

T1)2: .
Ta " Th+Tqg Te+Tp - Tet2-SaA

5. Dalsi Soddyho ttvary!'®

V této ¢asti uvedeme piehled (bez dikazi) dalsich geometrickych ttvart, které nesou
prijmeni Fredericka Soddyho a souviseji se Soddyho kruzZnicemi.

5.1. Soddyho primka

Definice 4. Necht S7, S3 jsou stfedy Soddyho kruznic prislusejicich tymz urcujicim
kruznicim. Potom se piimka d = 5155 nazyva Soddyho primka (viz obr. 7).

Obr. 7. Soddyho ptimka

15Pfi zpracovani této kapitoly byly vyuzity texty [17], [19], [25], [20] a [21].
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Na Soddyho primce lezi nékolik bodi definovanych pro libovolny trojihelnik, tedy
i pro trojuhelnik ABC'. Z téch nejzndméjsich bodu jmenujme (viz obr. 7) stted O kruz-
nice vepsané trojthelniku, tzv. Gergonniv bod G (prusecik piimek AA;, BB, CCh,
kde A1, By, C1 jsou body dotyku stran trojihelniku a kruznice trojihelniku vepsané),
tzv. de Longchampsiv bod L (obraz ortocentra H trojihelniku ve stiedové soumér-
nosti, jejimz stredem je stfed K kruznice trojihelniku opsané) ¢éi tzv. proni Eppsteintiv
bod E (pI‘lolSGéﬂ{ pfimek TAQAl, TBgBl, TCQCl, kde TAQ, TBQ, TC2 jsou bOdy dotyku
uréujicich kruznic a vnéjsi Soddyho kruznice).t6

5.2. Soddyho trojihelniky

Definice 5. Méjme urcujici kruznice a vnitini, resp. vnéjsi Soddyho kruznici. Potom
trojuihelnik, jehoz vrcholy jsou body dotyku urcujicich kruznic se Soddyho vnitini,
resp. vnejsi kruznici, se nazyva Soddyho trojihelnik.

Soddyho trojihelniky existuji dva. Soddyho trojuhelnik T4oTp2Tco je na obr. 7.
Vrcholy Ta1, T1, Tcr a Tas, Tpe, Toe obou trojuhelniku jsou jiz na obr. 2.

5.3. Soddyho hyperboly

Definice 6. Uvazujme trojihelnik ABC. Hyperbola s ohnisky B, C, kterd prochazi
bodem A, se nazyvd Soddyho hyperbola nebo téz presnéji a-Soddyho hyperbola (viz
obr. 8).

Obr. 8. Soddyho hyperboly

16Dalsf body lezici na Soddyho pi¥imce viz napi. [20].
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Obdobné bychom definovali i dalsi Soddyho hyperboly: b-Soddyho hyperbolu majici
ohniska A, C a prochézejici bodem B a c¢-Soddyho hyperbolu majici ohniska A, B
a prochazejici bodem C.

7 definice vyplyvd, zZe strany trojihelniku ABC' lezi na hlavnich osich Soddyho
hyperbol, jejichz stredy splyvaji se stredy téchto stran.

Pro Soddyho hyperboly plati, Ze jeden z vrcholt kazdé z nich je bodem dotyku Ay,
resp. By, resp. Cp kruznice v vepsané trojihelniku ABC' a jeho prislusné strany. Jedna
se o vrchol Soddyho hyperboly, ktery lezi na jeji vétvi prochazejici vrcholem A, resp. B,
resp. C' trojuhelniku ABC.

Velmi prekvapujici je, ze existuji pravé dva body, v nichz se vSechny t¥i hyperboly
protinaji. Tyto pruseciky jsou stredy Soddyho kruznic.

5.4. Soddyho hexlet

Nyni se vénujme Soddyho hexletu, ktery miizeme vnimat jako rozsifeni pojmu Soddyho
kruznice do tfirozmérného prostoru.

Definice 7. Necht K4, Kp, K¢ jsou koule, které se vzajemné dotykaji. Potom lze
sestrojit Sest kouli K1, Ky, K3, Ky, K5, Kg, které tvori fetézec (tj. koule K; se dotykd
kouli K;_1 a K;y1,i=2,3,4,5, a koule Kg se dotyké kouli K5 a K1) a z nichz kazdd
ma vnéjsi dotyk s kazdou z kouli K 4, K, K. Seskupeni kouli K1, Ko, K3, K4, K5, Kg
se nazyva Soddyho hezlet nebo téz zkrécené hexlet (viz obr. 9).

Na obr. 9 je znazornéna pouze jedna z kouli K4, Kp, K¢, a to K¢, zbylé dvé koule
K4, Kp kvuli prehlednosti uvedeny nejsou.

Obr. 9. Soddyho hexlet

Budeme uvazovat pouze pripady, v nichz maji koule K, Ko, K3, K4, K5, Kg
hexletu konecny polomér, tj. povrch zadné z nich nebude rovinou.

Koule hexletu maji nejen dotyk s koulemi (kulovymi plochami) K4, K, K¢, ale
maji i dotyk s dalsi, tj. ¢tvrtou kulovou plochou, kterou ozna¢me Kp (viz obr. 9). S nf
vsak maji dotyk vnitini.
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Neékdy se Soddyho hexlet definuje pomoci kulovych ploch Kp, K,, K, kde K,, K
maji vnéjsi dotyk a kazdé z nich ma vnitini dotyk s kulovou plochou Kp.'” Soddyho
hexlet je poté zaveden jako tetézec kouli, které maji vnéjsi dotyk s kulovymi plo-
chami K,, K3 a vnitini dotyk s kulovou plochou Kp.

Pro koule Soddyho hexletu plati, Ze jejich stredy lezi v jedné roviné, a to na elipse.
Tuto skutecnost dokéazal az v roce 1990 americky matematik a namornik Charles
Stanley Ogilvy'® (1913-2000) v préaci [17].

Uvédomme si, ze Soddyho hexlet je také trojrozmérné zobecnéni tzv. Steinerova
retézce Sesti kruznic (viz obr. 10), ktery je pojmenovan po jiz zminéném Jakobu Stei-
nerovi (viz 2. kapitola). Steinertv fetézec n kruznic je fetézec n kruznic, z nichz kazdé
dveé, které v retézci sousedi, maji vnéjsi dotyk a zaroven se kazda kruznice Steinerova
Fetézce dotykd dvou danych kruznic j1, jo, které se neprotinaji (viz obr. 10).

Obr. 10. Steineruv retézec

Kruznice Steinerova fetézce Sesti kruznic jsou rezy povrchu kouli Soddyho hexletu
rovinou obsahujici stfedy téchto kouli. Kruznice jo je fezem kulové plochy Kp touto
rovinou. Na kruznici js lezi body dotyku jednotlivych kouli Ky, Ko, K3, K4, K5, Kg
Soddyho hexletu a kulové plochy Kp (viz obr. 9). Na obr. 10 je vidét elipsa e, na niz
lezi stiedy kruznic Steinerova tetézce. Jednad se o vyse zminénou elipsu, na niz lezi
stredy kouli Soddyho hexletu. Obdobné kruznice k, na niz lezi body dotyku kruznic
Steinerova Tetézce, je kruznici, na niz lezi body dotyku kouli Soddyho hexletu.

Frederick Soddy pfisel na to, ze nezavisle na volbé tfi vzdjemné se dotykajicich
kouli K4, Kp, K¢ lze Soddyho hexlet vzdy najit. Soddyho hexletd pritom pro dané
tfi koule existuje nekoneéno mnoho. Pro dané kruznice j;, jo totiz existuje neko-
necné mnoho Steinerovych Fetézct Sesti kruznic (Sestice kruznic ,rotuje“ v oblasti

17Radéji vyslovné upozornéme, ze koule K 5 a Kp nemaji vnitini dotyk s kulovou plochou Kp.

180gilvyho zivotni va$ni byla nejen matematika, ale i plachténi. Sepsal fadu publikaci z obou
odvétvi. Byl uznavanym profesorem matematiky na Hamilton College v New Yorku a soucasné se
nékolikrat zucastnil mistrovstvi svéta v plachténi. Jeho nejlepsi umisténi je druhé misto z roku 1947,
kdy zévodil spoleéné s Hilary Smart (1925-2000).
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mezi kruznicemi j1, jo; sestrojenim nékteré z nekoneéné mnoha kruznic, které se doty-
kaji kruznic ji, ja, je jednoznaéné uréena pétice zbyvajicich kruznic Steinerova fetézce)
a kazdému z nich prislusi jeden Soddyho hexlet.

Pokud bychom pripustili, ze dvé z kouli K4, Kp, K¢ maji nekonecné velky po-
lomér, potom vznika specialni pripad hexletu, ktery se v anglicky psané literature
nazyva annular hexlet a my ho budeme nazyvat prstencovy hezlet (viz obr. 11). Po-
kud maji nekonecné velky polomér naptiklad koule K 4, K, jednda se o dvé navzdjem
rovnobézné roviny dotykajici se koule K¢.

Obr. 11. Prstencovy hexlet

Je-li k. polomér koule K¢, je vzdalenost rovin K 4, Kp rovna 2 - rg_ a koule Sod-
dyho hexletu jsou navzdjem shodné koule o poloméru rx_ (jsou shodné i s kouli K¢).

Obélkou Sesti kouli Soddyho hexletu je plocha, kterd se nazyva Dupiniv cyklid.*®
Zaveden byl francouzskym matematikem, ekonomem a politikem Charlesem Dupi-
nem (1784-1873) v roce 1803 v jeho zdvérecné vysokoskolské préci vedené Gaspardem
Mongem (1746-1818), francouzskym matematikem a politikem, ktery je povazovin
za zakladatele deskriptivni geometrie. V pripadé prstencového hexletu je Dupinovym
cyklidem anuloid neboli torus.

Skutecnost, ze kouli v Tetézci je pravé Sest, se dokazuje pomoci sférické inverze,
na niz muzeme pohlizet jako na obdobu kruhové inverze v tfirozmérném prostoru.
Inverze se zvoli tak, aby se povrchy kouli K 4, K zobrazily na dvé rovnobézné roviny,
které maji vnéjsi dotyk se samodruznou kouli K. Nyni se hledaji koule, které se
dotykaji obrazi povrchu kouli K4, Kp, K¢, tj. dvou rovnobéznych rovin a povrchu
koule K¢. Sestrojujeme tedy koule prstencového hexletu. Skutecnost, ze jich bude
prave Sest, plyne z tzv. hexagonal circle packing. Circle packing je usporadani kruht
v roviné takové, ze se zadné dva kruhy neprotinaji a pii zvétSeni poloméru nékterého
z kruhu by doslo k prekryti s jinym kruhem. Uspotradani kruht v roviné, pri némz
kruhy pokryvaji maximdlni moznou ¢ast roviny, je hexagondlni, v némz jsou kruhy
vepsany do Sestithelniki, které zcela pokryvaji rovinu.

90brazek Dupinova cyklidu viz napt. https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cyclide.png
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Na zavér této casti podotknéme, ze hexlet byl jiz vice nez 100 let pred Soddym
zaveden v Japonsku, coz dokazuji matematické tabulky sangaku z roku 1822. Tyto
starsi poznatky vsak nebyly Soddymu znamy, k pojmu dospél nezavisle na nich.

6. Apollénitv frakt4l?°

V posledni kapitole predstavime geometricky utvar, ktery sice prijmeni Fredericka
Soddyho nenese, ale vznikne opakovanou konstrukci Soddyho kruznic.

Definice 8. Uvazujme tii kruznice mq, ma, ms, které se po dvou (ne vsak v jediném
bodé) dotykaji. Pripoustime jak piipad, kdy se po dvou dotykaji vné, tak i piipad,
v némz se dvé kruznice dotykaji vné a kazda z nich ma vnitini dotyk s kruznici treti
(tj. dvé z kruznic lezi ve vnitin{ oblasti tfeti kruznice). Nyni sestrojme dvé kruznice
my, ms, které se kruznic my, mg, ms dotykaji. Téchto pét kruznic je od sebe oddéleno
Sesti oblastmi, z nichz kazda je ohranicena tremi kruznicovymi oblouky lezicimi na
tfech z péti dosud sestrojenych kruznic. Do kazdé z oblasti vepiseme kruznici, ktera
se prislusnych tii kruznic dotyka. Po vepsani Sesti kruznic vznikne osmnéact oblasti,
které vsechny dosud zminéné kruznice oddéluji. Do kazdé z oblasti opét vepiseme
kruznici, ktera se dotyka tri kruznic, které oblast ohranicuji. Pokud takto postupujeme
do nekonecna, nazyva se vznikly obrazec Apolloniiv fraktdl (viz obr. 12).

Obr. 12.  Apolléniav fraktal

Pokud maji vychozi kruznice my, ms, ms po dvou vnéjsi dotyky, jsou kruznicemi
urcujicimi a kruznice my, ms jsou kruznicemi Soddyho.

V prvnim kroku po sestrojeni kruznic my, ms sestrojujeme 6 = 2 - 3 kruznic,
v druhé potom 18 = 2 - 32 kruznic, ve tfetim 54 = 2 - 3% kruznic atd.; obecné v n-tém
kroku 2 - 3" kruznic. Po n-tém kroku tudiz mame v obrazci celkem

34242-34+2-3%2+...+2:3"=3+2+3-(3"-1)=2+3""

kruznic.

20P¥i zpracovan{ této kapitoly byly vyuzity texty [10], [15], [1] a [16].
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Pro kazdou nové zkonstruovanou kruznici m;, ¢ =4, 5, . . ., kterd se dotyka tii jiz
sestrojenych kruznic m;_s, m;_o, m;_1 musi platit zobecnéni Descartesovy véty, tj.
pro krivosti kazdé takové ¢tverice kruznic musi platit vztah

(kicg + kico +kicy + k) =2 (kg + ko + kI + k), (23)

v némz krivost kruznice, kterd mé s ostatnimi kruznicemi vnitini dotyky, opatfime
zdpornym znaménkem. (Kfivosti kruznic jsou u nékterych Apolléniovych fraktéli za-
znamenavany do oblasti jejich stfed — viz obr. 13 vlevo.)

Obr. 13.  Soumeérné Apolléniovy fraktaly

Na obr. 13 jsou Apolléniovy fraktaly, z nichz prvni je osové soumérny a druhy se
skldd4 ze tif shodnych ¢4sti. Na obr. 13 vlevo jsou vychozimi kruznicemi?' napiiklad
dvé kruznice s krivosti 2 a kruznice, kterd ma s nimi vnitini dotyky a jejiz polomér
je dvakrat vetsi. Jeji kiivost je tedy —1. Kruznice, kterd se jich dotyka, tak musi mit
ktivost k4 spliujici vztah

(-1+24+2+ks)*=2-((-1)>+2%+2%+k;) neboli kj —6ks+9=0.

Jedinym fesenim je ky = 3.
Pokud budeme dale uvazovat napriklad trojici kruznic s kiivostmi —1, 2, 3, bude
kfivost ks vepisované kruznice vyhovovat rovnici

(-1+243+k;5)>=2-((-1)>+2*+3%+kZ) neboli kZ —8ks+12=0,

kterd ma dva koteny 2 a 6. Ktivost 2 prislusi vychozi kruznici, sestojime proto kruznici
s krivosti k5 = 6. Takto postupujeme pro dalsi kruznice.

V tomto prikladé prozatim vychazely pro ktivosti celociselné hodnoty. Pri dalsich
vypoctech by vysly krivosti 15, 11, 14, 23, 35, 38 atd., tj. opét ¢isla celd. Toto neni
nahoda. Lze dokézat, ze pokud maji prvni ¢tyfi kruznice celociselné kiivosti, plati
totéz i pro viechny kruznice fraktalu.??

21Tentyz Apollénitv fraktdl 1ze evidentné ,vygenerovat® riznymi trojicemi vychozich kruznic.
22Vice o teorii ¢isel v souvislosti s Apolléniovymi fraktély viz napf. ¢lanek [10].
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Na obr. 13 vpravo jsou vychozimi kruznicemi napriklad tii shodné kruznice s nej-
vétsim polomérem.

Uvazujme déale (viz obr. 14) dvé rizné, navzajem rovnobézné piimky mq, ms. Na
né se muzeme divat jako na dvé ze t¥{ vychozich kruznic Apolléniova fraktdlu s ne-
konecéné velkymi poloméry. Jejich krivosti ki, ko jsou nulové. Zbyvajici z vychozich
kruznic je kruznice mg o kfivosti ks, ktera se téchto primek dotyké a jeji prameér je
roven vzdalenosti obou piimek. Vztah (23) ze zobecnéné Descartesovy véty se v tomto
pifpadé zredukuje na rovnici (k3 + k4)? = 2 - (k3 + k3), z niZ plyne ks = k4. To odpo-
vida geometrické predstavé: soucasti fraktalu je nekoneéné mnoho kruznic shodnych
s kruznici ms, jejichz stredy lezi na ose pasu rovnobéznych primek m;, mo a vzdalenost
téchto stredu je rovna vzdalenosti primek.
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Obr. 14. Fordovy kruhy

Umistéme nyni primku m; tak, aby splyvala s osou = souradnicového systému,
a primku mq tak, aby prochézela bodem [0; 1] (viz obr. 14). KruZnici ms umistéme
tak, aby prochazela poc¢atkem souradnicového systému, tj. aby jejim stfedem byl bod
[0; %] Déle sestrojme kruznice Apolléniova fraktdlu, jejichz pramér je jedna. Sestro-
jime rovnéz dalsi kruznice fraktalu, ale omezime se jen na takové, které se dotykaji
kruznice (ptimky) my. Kruhy, jejichz hrani¢nimi kruznicemi jsou kruznice vzniklé uve-
denym postupem, se nazyvaji Fordovy (viz obr. 14).

Pomoci nich lze elegantné zavést cela ¢isla. Sledujme body dotyku kruhti a osy z.
Kruznice o prameéru 1 se ji dotykaji v bodech, které jsou od sebe vzdaleny 1 jednotku.
Tyto body dotyku oznac¢me jejich orientovanou vzdalenosti od poc¢atku 0 souradnico-
vého systému: bodim nalevo od poc¢atku prifadme znaménko minus, bodim napravo
od pocatku pritadme znaménko plus. Tim jsou na ose x reprezentovana vsechna celd
¢isla.

Svoji pozornost presuneme na Fordovy kruhy s primeéry mensimi nez 1. Fordav
kruh dotykajici se osy x v bodé ¢+ budeme déle znacit F;. Vzhledem k ,,periodi¢nosti*
obrazce pritom studujme pouze kruhy, které se osy x dotykaji mezi body 0 a 1. Fordav
kruh, ktery se dotyka kruhu Fy, Fi, se osy = zrejmé dotyka v bodé, ktery reprezentuje
¢islo % Pro dalsi kruhy jiz musime vyuzit vypocti, pomoci nichz lze zjistit, ze body
dotyku kruhti déli tisecku s krajnimi body 0 a 1 pfesné na tfetiny, ¢tvrtiny, pétiny atd.
Body dotyku tak na ose x reprezentuji i vSechna racionalni ¢isla.
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Nakonec uvedeme prekvapivou vlastnost bodu dotyku, kterou mtizeme pozorovat
na obrazku 14. Forduv kruh, ktery se dotyka kruht Fe, F',/, bude kruhem F,,, ,
q 7 ot ol

q+4q’
tj. prislusny bod dotyku reprezentuje zlomek, jehoz citatel, resp. jmenovatel je ro-

ven souctu Citatelu, resp. jmenovatelu zlomku, které jsou reprezentovany body do-
tyku kruha, kterych se kruh F',,,, dotyka. Napriklad kruhta Fa, Fy = F 2 se dotyka

q+q’ 2
kruh F3+2 = Fg.
PESY 3

Podékovani. Dékujeme touto cestou doc. Antoninu Slavikovi za peclivé precteni
celého textu a nasledné ndméty a rady, jak ¢lanek zdokonalit.
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