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MATEMATIKA

Hrajeme si s pravdépodobnosti

Jana Kopfovd, MU SU Opava a Mendelovo gymndzium Opava

Abstrakt. UkaZeme si jednoduchou hru s pravdépodobnosti, ktera v sobé
skryvé jednoduché, stfedné tézké az hodné naro¢né problémy. Ty posledni mo-
hou byt vhodnym némétem pro praci SOC. V nasledujicim pfispévku popisu
aktivitu, ktera vAm muze zpestfit hodiny matematiky, jste-li ucitelé matema-
tiky, nebo si ulohy muzete sami vyf¥eSit a najit v nich potéseni, jste-li studenti.

Pravidla hry

Dva hrac¢i hraji nasledujici hru: Do pytliku umistime b bilych a m
modrych kuliGek. Hra¢i zaviou o¢i a kazdy si vytahne z pytliku jednu
kulicku. Prvni hra¢ vyhrava, pokud jsou obé kulicky stejné barvy, druhy
hra¢ vyhrava, pokud jsou kulicky rtzné barvy. Které kombinace barev
vytvori férovou hru? Pro vétsi srozumitelnost dalsiho textu ozna¢me hru
s b bilymi a m modrymi kulickami jako h(b, m). Prvni pozorovani nam
fika, Ze hra h(b, m) je stejna jako hra h(m,b), a proto v dalsim budeme
uvazovat jen b > m.

Trénink
Uloha je hodné komplexni, proto se nejdiive podivame na jednodussi
situace, které pomiizou lépe pochopit celé zadéani.

Uloha 1. Je hra h(6, 1) férova ve smyslu, Ze oba hraéi maji stejnou Sanci
na vyhru?

Podivejme se, v kolika situacich m& Sanci na vyhru prvni hra¢. Je
to zfejmé jenom tehdy, kdyz oba hraci vytahnou dvé bilé kulicky, bilych
kuli¢ek je 6, a proto pocet priznivych moznosti pro prvniho hréce je 6 x 5,
tedy 30. Druhy hra¢ mize vyhrat, jenom kdyz jeden z hrac¢t vytédhne
modrou kuli¢ku, k ni je mozné vytahnout druhou kulicku 6 zpisoby,
dohromady je to tedy 12 mozZnosti.

Pomér vitéznych her je 30 : 12 = 5 : 2 ve prospéch prvniho hrace.
Poznamenejme, 7e pokud by nékdo uvazoval nad tim, Ze nezalezi na
tom, ktery z hrac¢a vytahne jakou kulicku, tak moznosti by bylo v obou
pripadech dvakrat méné, ale pomér by ziistal stejny. Toto miize nékteré
studenty zmast a je dobré si to vyjasnit jiz na zacatku.
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Tato hra neni férova. Alternativné se da spocitat pravdépodobnost
vyhry prvnfho hrace jako

Pr(stejné) = Pr(bb) + Pr(mm)

(je 6 zpisobt, jak vybrat prvni bilou kulicku, a 5 zpisobt, jak vybrat
druhou bilou kuli¢ku) a pravdépodobnost vyhry druhého hrace jako

Pr(razné) = Pr(bm) + Pr(mb)
6 1 1 2

Hra h(6,1) je vyhodna pro prvniho hrace. Pro jaké b a m je hra
férova? Jesté mozna neni ten spravny ¢as tuto otazku zodpovédét, ale
mozna nékoho napadne, Ze by mohla byt pro b = m, tedy kdyz je pocet
bilych a modrych kuli¢ek stejny.

Uloha 2. Rozmyslete si feseni problému pro b =m = 2.

Podobnym uvazovanim jako v prvni tloze dojdeme tady k mozna pie-
kvapivému zavéru, ze vétsi Sanci na vyhru méa druhy hra¢. Podrobné&ji
jeto2:4 =1:2, ve prospéch druhého hrace, tady je snadné vSechny
situace i vypsat. Pokud si kulicky oznacime jako m1, ms a by, b, prvni
vyhraje jenom p¥i vybéru {mi, ms} a {b1, b2}, druhy ma moznosti, kdy
vyhraje, vice: {mq,b1}, {m1,ba}, {mo,b1} a {ma,b2}. Kdybychom vy-
pisovali moznosti, kde zalezi na potradi vytazenych kulicek, tedy uspoira-
dané dvojice, tak jich bude dvakrét tolik. Napf. pfiznivé moznosti pro
prvniho hrace budou (mq,ms), (ma,m1), (b1,b2), (b2,b1). Tim se vy-
sledny pomér nezméni.

Rozehrivaci kolo
Podivejme se, kdy je hra h(b,m) férova pro maly pocet kuli¢ek.
Uloha 3. Pro jaké b a m, obé mensi nez 7, je hra h(b, m) férova?
Tady je porad dobré dat si dostateény prostor a ¢as pro experimen-
tovani. Mozn4 se nékomu povede piijit na to, Ze hra h(3,1) je férova. To
jisté povzbudi k dalsimu objevovani. Néktefi mozna zac¢nou tlohu fesit
hned obecné pomoci pismenek a pravdépodobnosti, ale takova cesta tak
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brzy ke konkrétnim konfiguracim nevede. Nékomu moZnéa bude stacit
ovéfeni, ze hra h(3,1) je opravdu férova.

Pr (stejné) = Pr (bb) + Pr (mm)
B 3 2 1 0= 1
“13T1Y Ty

(jsou 3 zpiisoby, jak vybrat prvni bilou kulicku, a 2 zptsoby, jak vybrat
druhou bilou kuli¢ku).
Pro kontrolu spo¢teme pravdépodobnost vybéru riznych kulicek.

Pr (rtizné) = Pr (bm) 4 Pr (mb)
311 1_1
“13T1 ' Ty

Hra h(3,1) je opravdu férova.

Je jesté ngjaka dalsi férova hra pro b a m mensi nez 77 Ano je, a je
to h(6,3). Tady nechame vypocet a ovéfeni na ¢tenari. MiZeme postu-
povat jakymkoliv zpisobem uvedenym vySe. Miizeme pocitat pravdé-
podobnosti pro kazdého hrace, nebo pocitat moznosti, nebo si dokonce
zkusit vSechny moznosti vypsat.

Okresni prebor

Jak to bude pro obecné b a m?

Uloha 4. Umite najit viechna b a m takova, Ze hra h(b, m) bude férova?
Pokuste se svoji hypotézu i dokazat.

Mozn4 nékdo pomoci pokusti objevi celou fadu vyhovujicich her A(3, 1),
h(6,3), h(10,6), h(15,10), A(21,15) atd. Dalsi to mozna dokazou zobec-
nit: Mohly by vyhovovat dvojice po sobé jdoucich tzv. trojihelnikovych
Cisel, tj. ¢isel ve tvaru @ (vice informaci viz [I]). Nékdo mozna na-
opak zjisti, ze pro férovou hru musi pocty b bilych a m modrych kuli¢ek
spliiovat vztah

bb—1) m(m—1)
2 + 2

=m-b. (1)

K vztahu miizeme dojit bud’ tvahou jako vyse, Ze je @ zpusob1i,
m(m—1)

5 zpusob1, jak vybrat dvé modré

jak vybrat dvé bilé kulicky, a
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kulicky, a m - b zptisob1i, jak vybrat jednu bilou a jednu modrou kuli¢ku,
nebo pres pocitani pravdépodobnosti, coz je o néco slozitéjsi:

Pr(stejné) = Pr(rtizné)

Pr(bb) + Pr(mm) = Pr(bm) + Pr(mb)

b . _b—-1 4. m m—1 b b
b+m  b+m—1

b+m b+m—1 — b+m b+m—1 b+m  b+m—1"

Poznamenejme, Ze oba zptsoby pocéitani vedou k stejné rovnici, ale

v prvnim piipadé poc¢itadme neusporadéané dvojice, ve druhém uspora-

dané (uvazujeme, kterou kulicku vybirame jako prvni). Z se snadno
po tpravé odvodi, ze

(b—m)? =b+m. (2)

Pomérné jednoduse se potom da dosazenim za b = am=
do ovéfit, zZe po sobé jdouci trojihelnikova éisla skuteéné vyhovuji.
Ale mame tim nas problém opravdu uz vyfeSeny? Jak vime, Ze zadna
dalsi b a m nevyhovuji? Da se na to pfijit naptiklad tak, ze se podivame
na vztah upraveny do tvaru

k(k+1) k(k—1)
2 2

b2 —b(1+2m) +m? —m =0

jako na kvadratickou rovnici v proménné b a m bude parametr. My
chceme, aby tato kvadratickd rovnice méla celo¢iselné Feseni. Jeji dis-
kriminant je 1 4 8m, coz musi byt druhd mocnina pfirozeného ¢&isla /¢,
aby odmocnina byla celo¢iselna, tj. 8m = ¢2 — 1. To bude platit je-
nom pro £ liché, tj. £ = 2k — 1, kde k je pfirozené, coz nam jiz dava
@. Poté b dopocitame snadno z kvadratické rovnice a bude
ve tvaru b = @, tj. opravdu jenom po sobé jdouci trojuhelnikovi
¢isla davaji férovou hru. (Podrobngji Feceno: kvadratickd rovnice bude
mit jesté druhé FeSeni, které odpovida ale b mensimu nez m.)

Tato druha ¢ast feSeni je moc péknou tulohou na feSeni kvadratické
rovnice s parametrem v kombinaci s hledanim celo¢iselnych feSeni.

m =

Krajské kolo

A jak by vypadalo zobecnéni ulohy pro vice barev a pfipadné i hra¢a?
Zacnéme s tim nejjednodussim. Uvazujme situaci ze zac¢atku prispévku.
Tentokrat budeme mit kulicky t#{ riznych barev a dva hrace. Hru zapi-

Seme jako h(b,m,c).
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Uloha 5. Umite najit takovy pocet kuli¢ek jednotlivych barev, aby hra
byla pro 2 hréace férova?

A¢ vybaveni zkuSenosti z pfedchozich uloh brzy zjistite, Ze tloha je
prili§ naro¢na. Byt i objevit jedinou moZnou férovou hru da docela dost
prace a hledani. Mozna vas napadne se pokusit najit vyhovujici hru ve
tvaru h(1,3, 7). Po dlouhém zkouSeni a odhadovani se vim mozna povede
najit hru h(1,3,9). A moznaih(1,9,18). Jak ale vypadaji viechny férovée
hry h(1,3,7). Podobné jako v jednodussi tloze se da i tady sestavit
rovnice

bb—1) m(m—1) ¢(lc—1)
2 + 2 + 2

=m-b+m-c+b-c

kde ¢ znaéi pocet kulic¢ek tieti barvy, tfeba ¢ervené. Najit vSechna Feseni
je slozity problém, ale miiZete se pokusit najit alespon nékteré reseni.

Uloha 6. Najdéte viechny férové hry h(b,m,?), kde (b, m) tvoii dvojici
po sobé jdoucich trojihelnikovych é&isel, tj. dvojici, pro kterou je hra
h(b,m) pro dva hrace férova.

To vede k feseni h(b, m,2(b+m) + 1), kde b a m jsou po sobé jdouci
trojuhelnikova ¢isla.

Mnohem néro¢néjsi je najit vSechny férové hry h(b, m, c), pro které je
hra pro dva hrace férova. MoZzna véas napadne napsat si program, ktery
vam vypiSe v8echna feSeni pro malé b, m a c. Z toho se da vypozorovat,
ze kazda dvojice z tlohy pro kulicky dvou barev, tj. dvojice po sobé
jdoucich trojuhelnikovych ¢&isel, se da doplnit na hledanou trojici tfetim
¢islem c. Taky pro dané c lze TeSit podobné jako v piipadé dvou barev
kvadratickou rovnici s parametrem a hledat jeji celo¢iselné feSend.

Narodni liga
Mizeme se rovnéz pokusit o zobecnéni tlohy pro kulicky ¢ barev a

pro p hrac¢a. Hledani kompletniho feSeni zobecnéného problému miize
byt hezkym namétem na préaci SOC.
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