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MATEMATIKA

Trojahelnikovy kulecnik
(podobnost trojuhelniki a analyticka geometrie)

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Mnohé z naSich prispévka jsou inspirovany specifickymi priklady z li-
teratury. Je totiz skoda nevyuzit piiklady zadané na raznych soutézich
a formulovat je obecné tak, aby pfispély k porozuméni souvislosti mezi
¢asto zdanlivé nesouvisejicimi problémy. Dnes v tomto duchu vyuZzijeme
tlohu uré¢it polohu bodu odrazu T a R pfi kuleénikovém strku z bodu S
do bodu K, ¢ bodu odrazu D pfi strku z bodu M do W, na trojuhelniko-
vém stole, jak ukazuji obr. 1 a 2. Zdtiraznéme, ze kule¢nikovy stil mé tvar
rovnostranného trojihelniku ABC'. PFfipomefime, Ze pii kazdém strku je
ihel dopadu na mantinel stolu roven thlu odrazu, jak obrizky znéazor-
fiuji. Tedy, na obr. 1 mame [XSTB| = [XCTR| a [XTRC| = |[XARK]|
a na obr. 2 plati X KTB| = |xCTS| a|XMDB|=|<CDW|.

C

A S K B

Obr. 1 Obr. 2

Véfime, Ze na zakladé feSeni téchto tloh a jejich specialnich piipadi se
pobavite i dal§imi podobnymi tlohami, které si muzete lehce formulovat.
Resme tlohu na obr. 1: Necht strana rovnostranného trojihelniku
ABC ma délku a. Dany jsou vzdalenosti |AS| = s, |AK| = k. Naleznéte
vzdalenost |BT| = t, tj. polohu bodu T, a |[CR| = r, tj. polohu bodu R.
Pripomefime, ze |XSTB| = [XCTR| a |[XTRC| = |[XARK|. Je jasné, ze
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uzitim analytické geometrie tak, jak je vyucovana na dnesnich Skolach,
je mozné tlohu fesit. Jde pouze o to, vyjadrit rovnice pfimek urcenych
useckami ST, TR, RK a ur¢it prusetiky s prislusnymi stranami troj-
thelniku ABC. Vypocéty lze ulehéit volbou ortonormalni soufadnicové
soustavy B = (0,0), C = (a,0), A = (%,GT\@) Ale i tak jsou vypo-
¢ty velmi komplikované. Proto vyuzijeme podobnost trojahelniki, jak
naznacuje obr. 3. V ném jsou oznaceny uhly a a (, které nés ihned do-
vedou k podobnosti trojiuhelnika AK R, BT'S a CTR. Odtud dostavame

rovnost zlomku

(1)

A S K B
Obr. 3

7 rovnosti dostavame
—rt = k(a — s) — at, rt = (a —s)(a—1),

se¢tenim 0 = (a —s)(k+a—t) —at, neboli 0 = (a— s)(a+ k) —t(2a — s),

a tedy

(a+k)(a—ys)
2a—s

(2)

t:
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V kombinaci s prvni rovnosti v dostavame po tpravéach také

_ala—k)+ks

a+k (3)

Zaznamenejme hodnoty ¢ a r v nasledujicich specialnich pripadech:
(i) Je-li s = 0, dostavame
f a+k 0 a(a—k).
2 a+k

(ii) Je-li k = a, dostavame

2a(a — s) s
t=— a r=-.
2a — s 2
(iii) Je-li k = s, dostavame
a2 _(a—s)*+as
 2a-—s N at+s

Popisme nyni strk S — T — K vyznaceny na obr. 2; tlohu si usnad-

N

tak obr. 4.
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Opét oznatme |[AB| = a, |AS| = s, |AK| = k a |BT| = t. Nyni
zvolime ortonormalni soufadnicovou soustavu tak, ze B = (0,0) a C' =
= (a,0). Potom A = (4, ‘“{)

Sestrojme na vysce AD body UaV tak, ze SU || BC a KV || BC. Je-
likoz |SU| = § a |[KV| = &, g,=8) v = (g, (=P8,
D = (%,0), atedy S = (450, 1=y ) = (a5k, @2RVE) - eliko
T:(t,O),mameQz( (a— )f) a proto P = ( 52%).

Ptimka urcena body P a T je popsana rovnici

méame U = (

_ (a —s)V3

—1).
2t—a+s(x )

JelikoZz bod K na této piimce lezi, dostavame pro t rovnici
(a—k)2t—a+s)=(a—s)(a—k—2t),
jejimZ TeSenim je

(a—k)(a—s).

t:
2a — k — s

Jelikoz je tento vyraz v zavislosti na k klesajici, je omezen hodnotami
pro k =a a k = 0. Pro dané s je tedy

- T 2a-—s
Pro s =0 je
t_a(a—k:)
T 22—k
Pro s = k dostavame
t_a—s
2

Tteti Glohu, karambol z pozice M do W, opét vyfesime ve vyhodné
volbé kuleénikového trojuhelniku, jak ukazuje obr. 5.

34 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

B EFE DF C
Obr. 5

Opét zvolme ortonormalni soufadnicovou soustavu tak, ze B = (0,0),

C = (a,0), a tedy A = (%,2¢2). Necht D = (d,0). Dény jsou vychozi
pozice M = (p,q) a cilova pozice W = (u,v). Je tedy Q = (d,q) a
P = (2d — p,q). Smérnice pfimky dané body M a D se rovna opa¢né

smérnici piimky uréené body W a D, coz znamena, Ze

v q
u—d d—p’
odkud
g brtau
qg+v

Zde mozna nékoho ze &tenaiu prekvapilo, jak jednoducha byla Fe-
Senf druhé a tfeti ulohy. Hlavnim divodem je bezpochyby, v porovnani
s prvni dlohou, Ze se jedna pouze o jeden odraz od mantinelu (v bodé
T, resp. D). V obou pripadech bylo nutné, vzhledem k zadéani na obr. 2,
nostranného trojthelniku pro body lezici na stranach trojahelniku (jak
je tomu v druhé uloze) velice snadné. Ty jsou zde uréeny pomoci vzda-
lenosti od vrcholu trojuhelnika. Otoceni o —120° tedy v nasem znaceni
znamend, 7e trojuhelnik ABC se zobrazi na trojuhelnik BC'A. Po vy-
feSeni tlohy se vratime do puvodni situace otofenim o 120°. Situace je
zcela jednoducha.
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Ponékud jiny problém nastava v piipadé tieti tlohy. Jedna se opét
o otoleni (tedy rotaci) o —120° do polohy vyobrazené na obr. 5. Popis
tohoto zobrazeni je opét mozny nékolika zptsoby. Snadny postup najdete
napf. na strané 258 publikace [I]. Zvolime-li ortonorméalni souradnicovou
soustavu tak, ze A = (0,0), B = (a,0), a tedy C = (%, “7‘/5), potom je
obrazem bodu (g, k) bod

mo(a_9 M3 a3 gv3 h
2 2 2 72 2 2/

(g.h) =

Oznaéime-li D = (e, f), znamena to, Ze strk z pozice M = (p,q) do
pozice W = (u,v) je uréen piedpisem

PUv+qu T)@Jrﬁﬂ\f
a— ) = — — 37
2ig+0)’ T 2+
kde
,:g_g+q%§ __a/3 p/3 g
P=5 79T 5 17 2 2
__a u v\/§ __a 3 ux/g v
YT T YT 2 2

Zavérem jesté ukazme, Ze je mozné Fesit prvni ilohu postupem, ktery
jsme uzili pfi feSeni druhé tdlohy. K tomu ndm pomiize obr. 6, ktery
slouzi dvéma aplikacim, jak naznac¢uje znaceni bodi v zavorkach. V prvni
aplikaci volime

0<|CS|=s<a, 0<|BR|=r<a, |AT|=t,

atedy § = (43, ©50), R = (2552, 1), T = (1,0), Q = (1, “=57).
JelikoZ je Q stiedem tusetky SP, je P = (%T““,W) Rovnice
primky uréené body T a P je tedy

_(a-s)V3

vy= 2t —a+s

(z —1t).
Bod R lezi na této p¥imce a proto

V3 (a—s)V3(2a—r—2t)

2 2(2t —a + s) ’
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odkud dostavame tpravou

tj. po upravé vyraz (2)).

Obr. 7: EC || SF
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V druhé aplikaci, kdy volime znaceni
0<|CT|=t<a, 0<|BK|=k<a, |AR|=r,
dostavame naprosto stejnym postupem vztah

ala—t)
a+k—1t’

tj. vyraz (3).

Pridejme nakonec nékolik slov ohledné konstrukce bodu odrazu T', R
a D, jak je vidime na obr. 1 a 2. Ty jsou zcela jednoduché. Jak ukazuje
obr. 7, v druhé tloze postadi sestrojit rovnoramenny trojihelnik CRF
a bod odrazu T je priseéikem usecky F'S a strany BC'. Vztah t = | BT
plyne z podobnosti trojihelnika SBT a EBC. Podobné je tomu s kon-
strukef bodu D v tfeti tloze. Kombinaci této konstrukce potom nachéa-
zime body T a R v prvni tloze zcela bezprostfedné, jak ilustruje obr.
8.

Zakon¢eme tulohou: Odvod'te vzdalenosti ¢t = |BT| a r = |CR|, tj.
a , uzitim této konstrukce.

Obr. 8
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