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Hyperkomplexni ¢isla a maticove algebry

Jindrich Becvar, Vlastimil Dlab

Abstrakt. V ¢lanku jsou ukdzany t¥i procesy, kterymi z télesa redlnych ¢isel vznikaji algebry
komplexnich, dvojnych, resp. dudlnich ¢&isel, coz jsou jediné neizomorfni algebry dimenze 2,
které maji jednotkovy prvek. Stejnymi procesy vznikaji z télesa komplexnich ¢isel algebry
kvaternionti, antikvaternionti, resp. semikvaterniont, a stejnymi procesy vznikaji z kvater-
nionu algebry oktdv, antioktav, resp. semioktdv. Nasledné je pozornost vénovana reprezenta-
cim komplexnich, dvojnych a dudlnich ¢isel, kvaternionti, antikvaternioni a semikvaterniont
v realnych, resp. komplexnich maticovych algebrach. Clanek zakoncuje obséhla historicks
poznéamka.

1. Komplexni ¢isla, kvaterniony, oktavy

Uvazujme nejprve nésledujici operace @ (s¢itani) a x (ndsobeni) dvojic [z1, 2z2],
[wy, wa]:*

[21, 22] @ w1, wa] = [z1 + wn, 22 + wy], (1)

[21, z2] X w1, wa] = [zrw1 — Waza, waz1 + 221, (2)

kde pruh nad symboly znaé¢i ,sdruzovani® (viz dale).

Budou-li 21, 22, w1, wy redlnd ¢isla, zavadi predpis (2) vSeobecné znamé nésobeni
komplexnich ¢isel. V tomto pripadé v ném nehraji zadnou roli ani ,sdruzovani® ani
poradi ¢initell, nebot nasobeni redlnych ¢isel je komutativni. Komplexni ¢isla vétsinou
nezapisujeme jako dvojice [ay, as] redlnych ¢isel, ale jako dvojcleny a; + asi. Rikdme,
7e se séitaji po slozkdch, viz (1), a nasobi distributivné s pomoci identity i? = —1,
viz (2):

(a1 + agi)(bl + b2i) = (a1b1 — a2b2) + (a1b2 + a2b1)i.

Mnozina vSech komplexnich é&isel tvoif komutativni téleso (pole), které obvykle zna-
¢ime C. Je rozsitenim télesa R realnych c¢isel, ma radu dulezitych vlastnosti. Uvedme
jen to, ze kazdy polynom s komplexnimi (a tedy i redlnymi) koeficienty nenulového
stupné n ma v télese C pravé n korenu (pocitame-li kazdy koten tolikrat, kolik ¢ini
jeho ndsobnost) — tomuto tvrzeni se ¥ké Zdkladni véta algebry. Piipomenme, Ze existujf
polynomy s redalnymi koeficienty, které v télese R nemaji zadny koren, napr. polynom
22 + 1. Rikdme, Ze téleso C komplexnich &isel je algebraicky uzaviené, zatimco téleso R
realnych cisel algebraicky uzaviené neni.

IPozornému étenafi miize vrtat hlavou, pro¢ jsou souciny &isel z a w v rovnosti (2) zapsany pokazdé
v jiném poradi. Ma to hluboky smysl, jak uvidime pozdéji.
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Budou-li z1, 22, wi, we komplexn{ ¢fsla, je vztahem (2) ddn predpis pro ndsobeni
kvaterniond. Nyni je jiz ,sdruzovani® podstatné, ale poradi ¢initeld nehraje roli, nebot
nasobeni komplexnich ¢isel je komutativni. Kvaterniony vétsinou nezapisujeme jako
dvojice [21, z2] komplexnich éisel, ale jako étyicleny, tj. étyTslozkova ¢isla?

a = aj + asi + asj + aqk,

kde a1, as, as, aq jsou realnd cisla a symboly i, j, k jakési nové , komplexni jednotky “.
Kvaterniony se séitaji po slozkdch, to vyplyva z rovnosti (1), a ndsobi distributivné
jako mnohocleny pomoci identit

i2=;2=k*=-1, ij=k=—ji, jk=i=-kj, ki=j=-ik.
Nésobeni kvaternioni je tedy popsano vztahem

(a1 + azi + azj + ask) - (by + bai + b3j + bsk) =
= a1b1 — a2b2 — a3b3 — a4b4 + (a1b2 + CLle + a3b4 — a4b3)i +
+(a1b3 — agbs + agby + asba)j + (a1bs + azbs — asbe + asbr)k.

Kvaterniony tvori nekomutativni téleso, které budeme znacit symbolem H nebo
H(e, x). Sdruengm kvaternionem k vyse uvedenému kvaternionu « je kvaternion

o = a1 — asi — asj — aqk,

inverznim kvaternionem k nenulovému kvaternionu « je kvaternion
at=——-a kde N(a)=a}+a3+ai+a]

je tzv. norma kvaternionu .’

Téleso H(®, x) je rozsitenim télesa C vsech komplexnich ¢isel. Mé znacné odlisné
vlastnosti oproti télesu C; ihned je napr. vidét, ze t¥i zakladni jednotky i, j, k jsou
kofeny polynomu druhého stupné z2 + 1, stupeni polynomu tedy neni roven poétu
jeho korentl.

Budou-li z7, z2, w1, we kvaterniony, pak predpis (2) definuje ndsobeni tzv. oktdv,
kterym se téz rikd Cayleyova nebo Cayleyova—Gravesova cisla. V tomto pripadé je
v predpisu (2) podstatné jak ,sdruzovani®, tak poradi ¢initel, nebot ndsobeni kva-
ternionti neni komutativni. Oktavy se vétsinou nezapisuji jako dvojice kvaterniont, ale
jako osmislozkové ¢isla?

a = ay + asi + asj + ask + a5l + agm + arn + ago,

2Dvojici komplexnich &isel [al + a2i, b1 + bzi] priradime kvaternion ai + a2i + b1j + b2k = a1 +
+ azi+ (b1 + bai)j.

3Laskavy ¢tenaf dokdze platnost asociativniho zdkona pro nésobeni kvaterniont (staci jej provérit
pro jednotky i, j, k) a platnost distributivnich zakont.

4Dvojici kvaterniont [al + a2i + a3j + aak, b1 + b2i+ b3j+ b4k] prifadime oktavu a1 + a2i+ asj +
+ agk + b1l + bom + b3n + bgo = a1 + a2i + azj + ask + (b1 + bai + bzj + bgk)l.
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kde ay, ..., ag jsou redlnd cisla, i, j, k, 1, m, n, o jsou nové ,komplexni jednotky*;
oktavy se scitaji po slozkach a nasobi distributivné pomoci obdobnych identit jako
u kvaternionti:

=12 =kK*=0P=m?=n%=0%=—1,
ij = k = —ji, jk =1i=-kj, ki=j=—ik,
Im=1i=—ml, mi = 1= —im, il=m = —1li,
on = 1i= —no, ni = o = —in, io =n = —oi atd.

Nésobeni jednotek i, j, k, I, m, n, o se ¢asto znazornuje na nasledujicim obrazku
(odmyslime-li si 8ipky, jedné se o tzv. Faniv matroid®): souéin dvou sousednich jed-
notek lezicich na spolecné linii (Gsecce, resp. kruznici, které chdpeme jako cyklus) je
roven treti jednotce této linie se znaménkem +, pokud jdeme ve sméru Sipky, resp.
znaménkem —, pokud jdeme naopak (viz vySe uvedené identity).

n

o m

]

K vyse uvedené oktave a je sdruzenou oktdvou oktava
o =a; — asi — asj — ask — asl — agm — arn — ago.
Inverzni oktdvou k nenulové oktavé a je oktava

alt=——-a kde N(a)=a}+a3+ai+a+ai+ai+a?+al

je tzv. norma oktdvy .5

Mnozina vSech oktév €, resp. Q(®, x) tvori zajimavou ¢éiselnou strukturu, kterd
vsak nemd tak pékné vlastnosti jako téleso kvaternionti. Nasobeni oktav neni komu-
tativni, neni ani asociativni, tj. neplati rovnost

a(By) = (aB)y

pro libovolné zvolené oktavy «, 5, v, napi. (ij)l # 1 (jl). Ndsobeni je vSak alternativni,
tj. asociativni zdkon ,plati* pro libovolné dvé oktavy «, 3:

a(Bp) = (aB)B, a(fa) = (af)a, a(af) = (aa)p, (3)

5Ttalsky matematik Gino Fano (1871-1952) se zabyval zejména projektivni a algebraickou geome-
trii, je povazovan za zakladatele konecné geometrie. Fantiv matroid zndzornuje konec¢nou projektivni
rovinu druhého radu, kterd mé sedm bodu a sedm primek.

6Laskavy a pilny ¢tenai si s pomoci zminénych identit (Fanova matroidu) cviéné vyndsobi dvé
obecné oktavy.
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pricemz z libovolnych dvou téchto identit se da odvodit treti. Oktavy tvori alternativni
nekomutativni téleso, které neni asociativni. Jeho podtélesem je téleso kvaternionti.

Nésobeni viceslozkovych ¢isel (napf. komplexnich ¢éisel, kvaterniont a oktav) vy-
jadrenych n-ticemi, které je distributivni vzhledem ke sc¢itdni, 1ze v obecné podobé
popsat rovnosti

(a1, ... an) (b1, .., by)=(c1,...,¢n), kde ci:Z€§-’kajbk, 1=1,...,n,

Jik=1
, (4)
s pevné danymi realnymi koeficienty €5k

2. Dvojna c¢isla, antikvaterniony, antioktavy

Uvazujme nyni operace @ (s¢itani) a ® (ndsobeni) dvojic [z1, 23], [w1, we] definované
takto:

(21, 22] @ [w1, w2] = [21 + w1, 22 + w2, (5)

[21, 22] © [w1, wa] = [z1w1 + Waz2, wa21 + 2271 ). (6)

Budou-li 21, 22, w1, we redlnd ¢isla, zavadi predpis (6) ndsobeni tzv. dvojnych cisel

(s redlnymi koeficienty). V tomto piripadé nehraje roli ani ,sdruzovani®, ani poradi

Ciniteld. Dvojnéa ¢isla zapisujeme obvykle jako dvojcleny, tj. dvouslozkova ¢isla tvaru

21 + 208, kterd se séitaji po slozkach, viz (5), a ndsob{ distributivné pomoci identity
e? =1, viz (6):

(a1 + a2e)(b1 + bge) = (albl + a2b2) + (albg + agbl)e.

Budou-li z1, 23, wi, we komplexni ¢isla, je predpisem (6) zavedeno ndsobeni an-
tikvaternionai, resp. stépitelnych kvaterniond, resp. parakvaternioni. Nyni je ,sdruzo-
vani“ podstatné, ale poradi ¢initeld nehraje roli, nebot nasobeni komplexnich cisel je
komutativni. Antikvaterniony lze vyjadiit jako ¢ty¥éleny, tj. ¢tyislozkova ¢isla’

ay + asi+ aze + asf, kde aq, as, as, ag € R,
kterd se scitaji po slozkéch, viz (5), a ndsobi distributivné s pomoci nésledujicich
identit, viz (6):®

i2=—-1, 2=f2=1, ie=f=—ei, fe=i=—ef, fi=e=—if.
Nésobeni antikvaternionti je popsano vztahem
(a1 —+ CLQi —+ ase =+ a4f) . (bl —+ b21 —+ b3e —+ b4f) =
= a1by — asbs + azbz + asby + (albg + asby — azbs + a4b3)i +
+(a1b3 — agba + agby + asba)e + (a1bs + azbs — agba + asbr)f.

"Dvojici komplexnich &sel [al + asi, b1 + bzi] pritadime antikvaternion ai + agi + bie 4 baf =
= a1 + a2i + (b1 + bai)e. Antikvaternion je dvojné ¢islo s komplexnimi koeficienty.

8Laskavy, pilny a vytrvaly ¢tenaf si s pomoci zminénych identit cviéné vynésobi dva obecné an-
tikvaterniony.
O antikvaternionech viz napt. [41].
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Budou-li 21, 22, wy, wy kvaterniony, zavadi predpis (6) ndsobeni tzv. antioktdv,
stépitelnych oktdv, resp. Cayleyovych—Dicksonovych cisel. Lze je vyjadrit jako osmi-
slozkova cisla

a1 + azi + azj + ask + asp + agq + arr + ass,

kde a1, ..., ag € R, kterd se scitaji po slozkiach a néasobi distributivné s pomoci
obdobné vyjadienych identit jako u antikvaterniont:®
12:.12:1{2:—17 1)2:(1221'2252:17

ip=q=-pi, qi=p=-iq, gp=i= —pq,

ri=s=—ir, is=r=—-si, rs=i= —sr atd.

V tomto pripadé je jiz podstatné jak ,sdruzovani®, tak poradi ¢initel, nebot nasobeni
kvaternionti neni komutativni.

Vsechny tyto struktury, dvojna ¢isla C(@, @), antikvaterniony H(, ©) i antioktdvy
Q(d, @), jsou okruhy, které maji netrividlni délitele nuly, tj. existuji v nich nenulové
prvky, jejichz soucin je roven nule. Naptiklad pro dvojna ¢isla, resp. antikvaterniony
plati rovnost

(a+ae)(b—be) =0, resp. (ai+ ae)(bi+ be) =0,

kde a, b jsou libovolna redlna cisla.
3. Dudlni cisla, semikvaterniony, semioktavy

Uvazujme nyni operace @ (s¢itani) a ® (ndsobeni) dvojic [z1, 23], [w1, we] definované
takto:

(21, 22] @ [w1, wa] = [21 + w1, 22 + w2,

[21, 22] ® [w1, wa] = [z1w1, w221 + 22701]. (7)

Budou-li z1, 22, w1, wo redlnd ¢isla, zavadi predpis (7) ndsobeni tzv. dudlnich cisel.

V tomto pripadé nehraje roli ani ,sdruzovani“ ani poradi ¢initeld. Dudalni ¢isla zapisu-
jeme obvykle jako dvojcleny a1 + ase, které se scitaji po slozkach a ndsobi distributivné
s pomocf identity e = 0, viz (7):

(a1 + a2€)(b1 + bge) =aibs + (albg + agbl)e.

Budou-li z1, 22, w1, we komplexn{ ¢&isla, je vzorcem (7) zavedeno ndsobeni semikva-
terniont. Nyni je ,sdruzovani“ podstatné, ale poradi ¢initell nehraje roli. Semikva-
terniony lze vyjadiit jako ¢ty¥slozkové ¢islal®

ay + asi+ aze + asf, kde aq, as, as, ag € R,

9Dvojici kvaternionti [al + a2i + a3j + aak, b1 + b2i+ b3j + b4k] pritadime antioktavu aj + a2i +
+ asj + ask + bip + baq + b3r + bas = a1 + a2i + azj + ask + (b1 + ba2i + b3j + bak)p. Antioktéva je
dvojné ¢islo s kvaternionovymi koeficienty.
Laskavy, trpélivy a mimotrddné vytrvaly ¢tenar nalezne pomoci predpisu (6) identity vyjadiujici né-
sobeni jednotek 1,1, j, k, p, q, r, s a vynasobi dvé obecné antioktavy.

10Dvojici komplexnich &isel [al + a2i, by + bzi] pritadime semikvaternion a; + a2i + bie + baof =
= a1 + a2i + (b1 + bai)e. Semikvaternion je dudlni ¢islo s komplexnimi koeficienty.
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kterd se sc¢itaji po slozkach a nasobi distributivné s pomoci identit
i2=—-1, e2=12=0, je=f=—ei, fiz=e=—if, fe=0=ef.
Nésobeni semikvaterniont je popsano vztahem

(a1 + azi + age + aaf) - (b1 + bai + bge + baf) = a1b1 — asbe + (a1be + a2b1)i+
+ (a1b3 — agby + asby + a4b2)e + (a1b4 + asbs — azbs + a4b1)f.

Budou-li z1, 2o, w1, wy kvaterniony, zavadi predpis (7) ndsobeni tzv. semioktdv.
Lze je vyjadrit jako osmislozkova cisla

a1 + agi+ asj + ask + asp + agq + arr + ags, kde aq,...,as €R,

kterd se scitaji po slozkach a nasobi distributivné s pomoci obdobné vyjadrenych

identit jako u semikvaterniont:'!

i2=j2=k*=-1 pPP=qg>=r2=s2=0,

ip=q=-pi, qi=p=-iq, ri=s=—ir, is=r= —si atd.
a vSechny vzdjemné souciny jednotek e, f, g, h jsou nulové. V tomto pripadé je jiz
podstatné jak ,sdruzovani“, tak poradi ¢initeld, nebot néasobeni kvaternionti neni ko-
mutativni.
Vsechny tyto algebry, dudlni ¢isla C(€, ®), semikvaterniony H(&, ®) i semioktévy
Q(®, ®), jsou okruhy, které maji netrividlni délitele nuly.

4. Algebry, algebry s délenim

Matematiky zpoc¢atku nejvice zajimaly struktury, které byly blizké ¢iselnym obortm,
zejména racionalnim, resp. redlnym c¢islim. Uvazovali, co maji spolecného a ¢im se
naopak odlisuji. Proces abstrakce, ktery je v matematice zcela zasadni, vedl k utvareni
obecnych pojmi. Pripomenme je.

Komutativni téleso redlnych ¢isel, komutativni téleso komplexnich ¢isel, nekomu-
tativni téleso kvaterniont a nekomutativni alternativni téleso oktav lze chapat jako
realné vektorové prostory R, RZ, R* a R®. Pfiddnim vyse uvedené operace nisobeni se
tyto vektorové prostory stavaji redlngmi algebrami s délenim.

Rovnéz dvojna ¢isla, antikvaterniony a antioktavy, resp. dudlni ¢isla, semikvater-
niony a semioktavy lze chapat jako realné vektorové prostory R, RZ, R* a R®. Pfidanim
vhodné operace ndsobeni (viz vyse) se tyto struktury stévaji redingmi algebrami.

Uvedme nyni pro poradek exaktni definice.

Definice. Algebrou nad komutativnim télesem (polem) F rozumime vektorovy pro-
stor A nad télesem F, v némz je definovdna binarni operace nasobeni, ktera je svidzana
se s¢itanim distributivnimi zakony a s nasobenim skalarem identitou

a-(a-B)=(a-a)-B=a-(a-B), a€F, a fecA

Redlnou algebrou rozumime algebru nad télesem R redlnych cisel.

1 Dvojici kvaternionit [al + a2i+ azj + ask, by + bai+ b3j + b4k] priradime semioktavu a1 + asi +

+ asj + ask + bip + baq + bar + bas = a1 + a2i + azj + ask + (b1 + b2i + b3j + bak)p. Semioktdva je
dudlni ¢islo s kvaternionovymi koeficienty.
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Definice. Algebrou s délenim (division algebra) nazyvame algebru A, v niz pro kazdé
a, B €A, a0, existuji jednoznacné uréené prvky &, n, pro které a- £ = 5, n-a = [3;
hovotime o existenci a jednoznacnosti reseni rovnic.

Poznamka. Ma-li algebra A kone¢nou dimenzi, 1ze podminku existence a jednoznac-
nosti reseni rovnic nahradit ekvivalentni podminkou neexistence netrividalnich déliteli
nuly, tj. implikaci

a, €A af=0 = a=0nebo g=0.

Predpokladejme, ze algebra A nemd netrivialni délitele nuly. Jestlize je a € A
nenulovy prvek, pak zobrazeni f, definované vztahem f,(§) = af je prostym endo-
morfismem vektorového prostoru A, nebot nenulovému prvku £ odpovidd nenulovy
prvek af. Ma-li algebra A koneénou dimenzi, je f, automorfismem, tedy pro kazdy
prvek 8 € A existuje jediny prvek &, pro ktery je o€ = 5. Stejné se dokdze existence
jediného prvku 7, pro ktery je na = . Naopak je zjevné, Ze algebra, v niz plati pod-
minka existence a jednoznac¢nost feSeni rovnic, nemize mit netrividlni délitele nuly.

Poznamka. Zduraznéme, Ze je-li algebra alternativni (ptipadné asociativni), je exis-
tence a jednoznacnost reseni rovnic ekvivalentni s existenci jednotkového prvku a in-
verznich prvki.

Predpokladejme, ze A je alternativni algebrou s délenim, tj. pro kazdé dva prvky
a, f € A plati (3).

Jestlize je o € A nenulovy prvek, pak existuje (nenulovy) prvek 5 € A, pro ktery
je fa = «. Nynli je

B(Ba) = (BB)a = fa,  atedy B8 = B.

Pro libovolné zvoleny prvek £ € A je

(BB)E = B(BE) = BE,  atedy B =¢.

Obdobné je
(€B)B =&(BB) =£B, atedy {8 =¢.

Prvek § je tedy jednotkovym prvkem algebry A, pisme 8 = 1. Ke kazdému nenulovému
prvku £ € A existuje prvek n € A, pro ktery je n§ = 1. Je tedy

EmE)=€-1=1-€ odtud (EnE=1-€ atedy &n=1

Prvek n je inverznim prvkem k prvku &.
Naopak, pokud v algebie A existuje jednotkovy prvek a existuji inverzni prvky,
pak algebra zfejmé spliuje podminku existence a jednoznac¢nosti feSeni rovnic.

Poznamka. Vzdy je vhodné pripomenout néjaky objekt, ktery pod danou definici
nespadd. VSeobecné zndma algebra Mat,, ., (R) redlnych étvercovych matic fadu n
(s obvyklym sé¢itdnim a ndsobenim matic a ndsobenim matice redlnym ¢islem) nenf pro
n > 1 algebrou s délenim, nebof ma netrividlni délitele nuly. Z linedrni algebry vime,
7e je izomorfni s algebrou endomorfismi vektorového prostoru R™, kterd tedy rovnéz
neni algebrou s délenim. Rovnéz algebry dvojnych ¢isel, antikvaterniond, antioktav,
dudlnich c¢isel, semikvaternionii a semioktav nejsou algebrami s délenim, nebot obsahuji
netrividlni délitele nuly, jak jsme jiz vidéli.
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Velkym problémem byl popis vsech redlngch algeber s délenim, s vysledky jeho
Teseni se seznamime v dalsim textu.

5. Soucty ¢tvercii, normované algebry

Pro redlna disla a, b plati rovnost |a| - [b| = |abl|, tj. absolutni hodnota souéinu dvou
realnych ¢isel je rovna soucinu absolutnich hodnot téchto dvou cisel. Obdobné tvr-
zeni plati i pro komplexni ¢isla: absolutni hodnota soucinu dvou komplexnich cisel je
rovna soucinu absolutnich hodnot téchto dvou ¢isel. Tato fakta muzeme vyjadrit (po
umocnéni) takto: pro redlna ¢isla a, b je

a® - b* = (ab)?, (8)
pro komplexni ¢isla ay + asoi, by + bai je
(af +a3) - (b +b3) = (arby — azbz) + (arbz + azb1). (9)
Obdobna identita plati i pro kvaterniony. Pro libovolné zvolené kvaterniony
a=aj +asi+azj+ask a [ =0by+ boi+ b3j+ bsk

je

neboli

(a2 + a3 + a2 +a2) - (b2 + 03 + b2 +b2) =
= (a1b1 — azbs — asbs — a4b4)2 + (a1b2 + azbr + agbs — a4b3)2 +
+(a1b3 — agby + asby + a4b2)2 + (a1b4 + agbs — aszbs + a4b1)2. (10)

Rovnéz pro libovolné oktévy «, 8 plati rovnost N(«)- N(5) = N(«- ). Po dosazeni
dostaneme obdobny vzorec jako (10) — figuruji vSak v ném soucty osmi ¢tverci:

(a? + a2 + a2+ a2 + a2+ a2 +a?+a2) (b3 402+ b2+ b2 4+ b2 + b2+ b2 4+b2) =
= (a1by — asby — azbs — asbs — asbs — agbs — azby — agbs)® +

+(aibs + asby + asbs — asbs + asbg — agbs — arbs + asbr)?

+(a1bs — asby + aszby + asbs + asby; + agbs — arbs — agbg

+

2

a1bg + asbs — azbs + asb1 + asbs — agby + arbg — agbs 2

2

+

+(a1bg + azbs — azbs + asby — asbs + agby — azby + agbs)?
+(a1by + azbg + azbs — asbg — asbs + agbs + azby — agb

+(a1bg — asb7 + azbg + asbs — asby — agbs + arbs + agby 2, (11)

2

+ o+ + o+

)
( )
( )
(a1bs — asbg — azbr — asbs + asby + agba + azbs + agby)
( )
( )
( )

Identitdm (8), (9), (10) a (11), které souvisi s ndsobenim redlnych ¢isel, komplexnich
Cisel, kvaterniont a oktav a tykaji se n-tic pro n = 1, 2, 4, 8, se fikalo zdkon norem,
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resp. zdkon moduli.'? Otdzku, zda obdobné identity plati i pro néjaké jind pfirozena
¢isla, vyjadiime exaktni formulaci: chceme védét, pro jakd prirozena cisla n existuji
rovnosti

(af+...+a2) - (BI+...+b02)=cl+...+c, (12)
kde a1, ..., an, b1, ..., b, jsou libovolna redlna c¢isla a
cp = Z E;kajbk, i=1,...,n,
Jik=1

s pevné danymi realnymi koeficienty 52- -

Povsimnéme si, ze ve vySe uvedenych identitach (8), (9), (10) a (11) figuruji jako
koeficienty 5§-k pouze nuly, jednicky a minus jednicky a ze v téchto identitach je za-
chyceno nasobeni{ komplexnich ¢isel, kvaterniont a oktdv — viz (4).

Zavedeme dalsi pojmy.

Definice. Normou prvku a = (aq, . . ., a,) redlné algebry R™ rozumime redlné ¢éislo
2, 2 2
N(a)=af+a5+...+a;.

Definice. Redlnd algebra R™ se nazyva normovand (normed algebra), jestlize pro
kazdé dva jeji prvky «, [ plati rovnost

N(a-f) = N(a)-N(B). (13)

Redlnd ¢isla, komplexni cisla, kvaterniony a oktavy jsou tedy realnymi normova-
nymi algebrami, jejichz dimenze jsou 1, 2, 4, 8.

Uvédomme si, Ze existence identity (12) pro konkrétni n je ekvivalentni s existenci
realné normované algebry dimenze n.

Jednoduchym disledkem predchozich ivah je nasledujici poznatek.

Véta. Kazda normovana algebra konecné dimenze je algebrou s délenim.

Ze vztahu (13) a z definice normy totiz ihned vyplyvé, Zze normovana algebra ne-
miuize mit netrividlni délitele nuly a podle predchoziho je tedy algebrou s délenim.

Poznamka. Na problematiku vzorcu pro soucty ¢tvercu se mizeme podivat i z hle-
diska teorie ¢isel. Z predchoziho vyplyva, ze
— soucin prirozenych ¢isel, ktera je mozno vyjadrit jako soucet dvou ¢tverct, lze opét
vyjadrit jako soucet dvou ¢tverct piirozenych ¢isel — viz (9),
— soucin prirozenych ¢isel, kterd je mozno vyjadrit jako soucet ¢tyr ¢tverct, lze opét
vyjadrit jako soucet Ctyt ¢tvercu prirozenych ¢isel — viz (10),
— soucin prirozenych ¢isel, kterd je mozno vyjadrit jako soucet osmi ¢tvercu, lze opét

vyjadrit jako soucet osmi ¢tvercu prirozenych ¢isel — viz (11).

Tedy mnozina vSech prirozenych ¢isel, kterd je mozno vyjadrit jako soucet dvou (étyt,
osmi) ¢tverct, je uzaviend na nasobeni.

12 Law of the moduli podle Hamiltona.
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6. Aritmetizace roviny a prostoru

V ¢élanku [3], ktery vysel v Pokrocich k 150. vyroci objevu kvaterniond, je elementdrnim
zpusobem dokézano, ze rovinu lze aritmetizovat pouze tfemi zpusoby, z nichz pouze
jeden dava komutativni téleso, a ze prostor rozumnym zpusobem aritmetizovat nelze.
Pripomeneme tyto vysledky exaktnimi formulacemi.

Véta. Existuji prave tri neizomorini realné algebry dimenze 2, které maji jednotkovy
prvek: algebra dudalnich cisel, algebra dvojnych cisel a algebra komplexnich cisel.

Jak jsme vidéli v predchozich odstavcich, na komplexni ¢isla navazuji kvaterniony
a oktavy, na dvojna c¢isla antikvaterniony a antioktavy a na dudlni ¢isla semikvater-
niony a semioktavy.

Véta. Neexistuje realnd algebra s délenim dimenze 3, kterd mé jednotkovy prvek.'3
7. Maticové reprezentace

V matematice neziidka nalézame prekvapivé souvislosti a nové pohledy, které nas
vedou k hlubsimu porozuméni jednotlivym pojmim a tvrzenim.'# Dochézi k nému
casto az s odstupem casu, prichazi postupné, vétsinou ,per partes®.

I nadani studenti mivaji pocit, ze kdyz dané matematické tvrzeni ¢i vyznamnou
vétu umi dokazat, ze jim jiz rozumi. Nemusi tomu tak vzdy byt. Pochopeni nejriz-
ngjsich souvislosti a dusledku jim muze jesté delsi dobu unikat. A pravé pres vidéni
souvislosti vede cesta k dikladnéjsimu porozuméni pojmim, tvrzenim i samotnym
matematickym strukturam a teoriim.

Opravdové porozumeéni vyzaduje hlubsi vhled do jadra daného problému. V na-
sledujicich odstavcich poukdzeme na strukturni souvislosti ¢iselnych obori (algeber)
komplexnich, dvojnych a dudlnich c¢isel, kvaternionti, antikvaternionti a semikvater-
nioni na jedné strané a okruhu (algeber) matic druhého, resp. ¢tvrtého faddu na strané
druhé. Ukéazeme, jak se prvky zminénych ¢iselnych oboru daji reprezentovat maticemi.

Béhem druhé poloviny 19. stoleti se postupné objevovaly priklady tzv. reprezen-
tact, tj. predstaveni prvku jedné struktury pomoci prvku jiné struktury. Jednim z velmi
znamych vysledki tohoto typu je Cayleyova véta o reprezentaci koneéné grupy pod-
grupou symetrické grupy vsech permutaci jejtho nosice. Uvedme ji jako motivaci pro
dalsi vyklad.

Necht G = {g1, g2, - - -, g } je koneénd grupa a Sy, grupa vSech permutaci k-prvkové
mnoziny G (tzv. symetrickd grupa stupné k, kterd ma k! prvka).

Snadno se ukaze, ze zobrazeni

U: G — Sy, xéwﬁz(‘rggll xgng xg;k)’

je grupovy homomorfismus, tj.

(- y) = thay = Yo 0ty = ¥(x) 0 U(y).

13Zcela elementarni diikaz podal Kenneth O. May (1915-1977) roku 1966 v praci [48].

MHlubsi porozuméni elementarni matematice je tématem studie [47], jejiz autorkou je Liping Ma
(nar. 1957). Zduaraznuji je napriklad ¢lanky Vlastimila Dlaba [17] a [18], ktery pred ¢asem Ceskou
matematickou komunitu na vysledky Liping Ma upozornil.
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Navic se snadno nahlédne, ze zobrazeni ¥ je prosté. Jedna se tedy o monomorfis-
mus, tedy o izomorfni vnoreni grupy G do grupy Sk, které vyjadiuje zminénou Cay-
leyovu vétu o reprezentaci konecné grupy tzv. permutacni grupou, tj. reprezentaci
prvku grupy G permutacemi. Kazdou kone¢nou grupu tak muzeme chapat jako grupu
néjakych permutaci. Grupovému nésobeni v G odpovida skladani permutaci v S ozna-
¢ené symbolem o.15

Predchozi struéné informace o komplexnich ¢islech, kvaternionech a antikvaternio-
nech nyni ddme do souvislosti s maticemi. Komplexni ¢isla budeme reprezentovat
realnymi maticemi druhého radu, rovnéz tak antikvaterniony; navic ukazeme souvislost
téchto dvou reprezentaci.

V prvni radé zavedeme izomorfni vnoreni télesa C komplexnich ¢isel do nekomu-
tativniho okruhu Matayo(R) ¢tvercovych redlnych matic druhého fadu:

F:C = Matayo(R),  F(a1 + asi) = ( @ a2) . (14)
—az ai
Pfitom je norma komplexniho ¢isla (tj. dvojmoc absolutni hodnoty) rovna determi-
nantu odpovidajici matice. Téleso komplexnich ¢isel tedy mtzeme povazovat za pod-
téleso okruhu redlnych matic druhého radu, které je tvoreno vsemi maticemi vyse
uvedeného tvaru. Pripomenme, ze téleso C je redlnou algebrou s délenim, kterd ma
dimenzi 2, a okruh Matsy2(R) redlnou algebrou dimenze 4, v niz existuji netrividlni
délitelé nuly.
Bohatstvi algebry Matay2(R) ocenime jiz v tom okamziku, kdyz si uvédomime,
Ze uvedené izomorfni vnoreni F télesa C do algebry Matayo(R) neni zdaleka jediné.
Pomérné snadno ovéfime, ze existuje nekone¢né mnoho izomorfnich vnoreni F; , télesa
C do této algebry. Popsdna jsou predpisem

(14x)

F;,: C — Mataya(R), Fy, (al + agi) _ (Gl + tas ’f'ag) 7

—sas ai — tas

kde t, r, s jsou realna ¢isla, pro kterd je t2 = rs — 1. Pror = s = 1, t = 0 dostdvame
predchozi specialni pripad.

Na prvni pohled ,jednoducha“ algebra realnych matic druhého radu v sobé obsa-
huje nekonecné mnoho podtéles izomorfnich télesu komplexnich ¢isel.

Nyni se podivime na vztah okruhu antikvaternioni, ktery oznacime H(®, @),
a okruhu realnych matic druhého fadu Matayx2(R).16 V obou, jak vime, existuji netri-
vialni délitelé nuly.

Antikvaterniony budeme reprezentovat dvojicemi komplexnich ¢isel, kazdému an-
tikvaternionu priradime pomoci zobrazeni ® redlnou matici druhého radu:

. . by b
D H(@, @) — Matgx2(R), @([al + asi, by + b21]) = (Zj j_az a11+iz) . (15)

Toto zobrazeni je bijekci, nebot kazd4d matice z Matayo(R) méa jediny vzor:

- +s —r. qg+r — 5.
a1 ((P 4 :[p e et 1]
rs 2 2 2 2
15 Arthur Cayley tento vysledek publikoval v kratké stati [9] roku 1878.
16Pfipomerime, Ze oba tyto okruhy jsou reilnymi algebrami dimenze 4.
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Nyni je rutinni zalezitosti ukazat, ze ® je okruhovym homomorfismem, tj. zobrazeni ®
Lkomutuje“ se s¢itanim a nasobenim.'” Pro libovolné [z1, 2], [w1, ws] totiz plati
rovnosti

(I)([Zl, ZQ] D [wl, ’wg]) = (I)([Zl, ZQ]) + @([wl, ’wg]),
(I)([Zl, ZQ] ® [wl, ’wg]) = (I)([Zl, ZQ]) . <I)([w1, w2])

Prvni rovnost lze snadno nahlédnout, nebot operace & je ,jednoduchd®, druhou je
tieba provéfit mechanickym vypoctem.'®

Bijektivni zobrazeni ® je tedy okruhovy izomorfismus, snadno si uvédomime, ze je
rovnéz izomorfismem algeber. Znamena to, ze okruh (algebra) antikvaterniont (s ope-
racemi @, ©® a s nasobenim antikvaternionu redlnym ¢islem) neni ni¢im jinym nez
okruhem (algebrou) ¢tvercovych redlnych matic (s obvyklymi operacemi). Antikva-
terniony jsme tedy pomoci izomorfismu ® reprezentovali realnymi maticemi druhého
radu. Naopak, realné matice druhého radu s obvyklym s¢itdnim a nasobenim +, -
miizeme pomoci izomorfismu ®~! reprezentovat antikvaterniony, tj. dvojicemi kom-
plexnich c¢isel s operacemi & a ©.

Dejme dale do souvislosti izomorfismus ® s vyse uvedenym izomorfnim vnorenim F’
télesa C komplexnich ¢isel do okruhu Matgyxa(R) — viz (14) a (15). Podle definice
zobrazeni ® je

aip a2
—az ai

®([ay + asi, 0]) = < ) = F(a1 + asi),

®([0, by + boi]) = (Zb’j z;) = F(by +boi)-J, kde J= ((1) é) :
Je tedy

Izomorfismus ® lze tedy popsat pomoci dvou exemplaiu vyse uvedeného vnoreni F'
télesa C komplexnich ¢isel do okruhu matic Mataxa(R).

Uvédomme si rovnéz, ze kazdy antikvaternion (resp. redlnd matice druhého rédu,
ktera jej reprezentuje) je rovnosti (16) vyjadien jako dvojné ¢islo s maticovymi koefi-
cienty; novou ,komplexni jednotkou“ je zde matice J, jejiz druhda mocnina je jednot-
kovou matici.

Na vztah maticovych operaci v Matax2(R) a operaci v H(®, @) se mizeme podivat
jesté trochu jinak. Jsou-li matice A, B € Matax2(R) obrazy dvojic [z1, 23], [w1, wa)
komplexnich ¢isel pfi izomorfismu @, je

A+ B =®([21, 22]) + P ([w1, wa]) = ®([21 + w1, 22 + wa]) =
F(z1 +w1) + F(22 +ws) - J,
A-B= @([zl, 22]) . @([wl, wg]) = q)([zlwl + Woza, W21 + 22E1]) =
= F(z1w1 4+ Waza) + F(waz1 + 20w1) - J.

17 Jestlize nejprve zobrazime, a pak secteme, dojdeme ke stejnému vysledku, jako kdyZ nejprve
secteme, a pak zobrazime. Stejné pro nasobeni. Poznamenejme, ze prosluld véta Mez stinu vrzeného je
vrzenym stinem meze stinu vlastniho rovnéz vyjadiuje zdménnost zobrazovani (vrzeni stinu) a operace
(utvoreni meze stinu).

18Provéfeni obou vztahii pfenechiviame laskavému, pilnému a vytrvalému étenaii.
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Tyto dva vztahy znovu ukazuji vazbu maticovych operaci 4, - s operacemi & a ©® —
viz (5) a (6), a vztah izomorfismu

d: H(@, @) — Mat2x2(R)

a izomorfniho vnoreni

F:C— Matgxg(R),

ktery je zachycen identitou (16).

Na okruh Matayo(R) se miuZeme divat jako na redlnou algebru dimenze 4. Uvedme
nyni explicitné, jaké antikvaterniony, resp. dvojice komplexnich ¢isel, odpovidaji v izo-
morfismu ® elementarnim maticim tvoricim standardni bazi této algebry:

10 1 1, 1 1 01 1.1 1, 1
|z, zif =+ =1, Szl | =14 e
00 22 2 2 00 22 2 2

00N Loy Lo 1o 00N (L 1g_1_ 1,

10 22| T T2 2o 01 2' 2 T2 2
Nalezli jsme tedy bézi algebry H(®, @), kterd pii izomorfismu ® odpovida standardni
bézi algebry Matax2(R).

Zcela na okraj jesté poznamenejme, ze ke kazdému vnoreni F; .., které bylo defino-
vano predpisem (14%*), je mozno definovat izomorfismus

Qt,rz H(@, @t,r) — Mat2><2(R)7 (15*)

kde ®¢,, je patriéné definované nasobeni na mnoziné vsech uspofddanych dvojic kom-
plexnich ¢isel. Izomorfismu algebry antikvaterniont a algebry realnych matic druhého
radu tedy existuje nekonec¢né mnoho.

Na strukturu realnych ¢tvercovych matic druhého radu jsme se podivali z trochu
jiného uhlu, v souvislostech s hyperkomplexnimi ¢isly. Snad jsme vyse uvedenymi tiva-
hami prispéli k rozsireni obzortu a k hlubsimu porozumeéni strukture nekomutativniho
okruhu (algebry) Matay2(R) redlnych matic druhého fddu. Shrneme nyni piedchozi
poznatky v exaktni podobé:

Teorém. Téleso komplexnich c¢isel je izomorini s nekonecné mnoha podtélesy algebry
realnych matic druhého radu. Jednim z moznych izomorfismii je

F: C — Mataxa(R), F(a1 + a2i) - (—Z; Zj) ’

Algebra antikvaternionii je izomorfni s algebrou redlnych matic druhého radu. Jeden

z moznych izomorfismii je

. . by b
®: H(®, ®) — Mataya(R), B([ar + azi, by + bai]) = (a1+ 2 1+a2) .

b1 —az ay — by

Pritom je
<I>([a1 + asi, by + b2i]) = F(a1 + a2i) + F(bl + bgl) - J,

01
kde J = (1 0).
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Vratme se jesté ke kvaterniontum, tj. k nekomutativnimu télesu H(®, x). V prvni
radé zdlraznéme, ze neexistuje izomorfismus algebry kvaternionti a algebry ¢tverco-
vych realnych matic druhého fadu obdobny vyse zminénému izomorfismu ® algebry
antikvaterniont a algebry matic. Algebra kvaternionti nemuze byt izomorfni s algeb-
rou matic, v niz existuji netrivialni délitelé nuly. Nemuze byt izomorfni ani s néjakou
podalgebrou této algebry, nebot jak kvaterniony, tak matice jsou redlnymi algebrami
dimenze 4.

Stejné tak algebra semikvaterniont, kterd ma dimenzi 4, nemize byt izomorfni s al-
gebrou realnych matic druhého radu. Snadno se ukaze, ze neexistuji linedrné nezavislé
matice A a B, pro které by bylo A2 = B2 = AB = BA = 0 a které by odpovidaly
jednotkam e, f.

Pripomenme jesté, ze algebry dvojnych ¢isel a dudlnich ¢isel mtizeme izomorfné
vnotit do algebry redlnych matic druhého radu prirazenimi

a; a a; a
a1+a2e—>< ! 2), a1+a2e—>< ! 2)

az ai 0 a

a algebry kvaternionti, antikvaternionti a semikvaternionti lze izomorfné vnotit do al-
gebry komplexnich matic druhého fadu. Pro kvaterniony se jedna o zobrazeni

Tg: H(EB, ><) — Matgx2((C), I‘K(al + asi+ asj +a4k) = ( ay +azl as +a4l) .

—as + a4i ay — agi

Kvaterniony jsou timto zptisobem reprezentovany komplexnimi maticemi druhého ra-
du, které maji uvedeny tvar. Pfitom je norma kvaternionu rovna determinantu odpo-
vidajici matice. Realnd algebra kvaterniont dimenze 4 je zobrazenim I'x izomorfné
vnorena do realné algebry komplexnich matic, kterd ma dimenzi 8. Pro antikvaternio-
ny, resp. semikvaterniony uvazujeme izomorfni vnoreni

FAZ H(@, @) — Matgxg(((:), FA(CLl + CLQi + ase 4+ a4f) = <a1 + ol a3 + a41) s

as — a4i ayp — agi
. a1 + asi asg + a4i
FSZ H(@, ®) — Matgxg(((:), Fg(al + a21+ asze + a4f) = 0 ay — agi .

Poznamenejme jesté, ze algebry kvaternionti, antikvaternionti a semikvaterniont je
mozno izomorfné vnofit do algebry redlnych matic étvrtého fadu piifazenimi'®
ax a2 as Qa4

. . —az a1 —a4 ag
a1 + asi + asj + ask — ,
—as Qg a1 —a2
—Ga4 —as a2 ai

aq a9 as [e7}
. —Q ay —ay4 a
a1 + asi+ aze + asf — 2 ! 3 ,
az —ag a; —a

(e} as az ai

9Dvojmoc normy kvaternionu je v tomto piipadé rovna determinantu p¥islusné matice.
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a1 + asi+ ase + asf —

ap a2 as

—ag a1 —a4
0 0 al
0 0 ag

Ay
as
—as
ay

Na zavér zduraznéme, ze algebry oktav, antioktav a semioktdv, které nejsou aso-
ciativni, neni mozno vnorit do algeber matic, které jsou asociativni.
Uvedme jesté prehledné schéma:

Scéitani
[21, 22] @ [w1, wo] =

= [z1 + w1, 22 + w2

Nasobeni

[217 22] X [wl, ’w2] =

= [z1w1 — Waz2, W2z + 22W1]

Komplexni ¢isla
a1 + asi, i2 = -1

C= (C(EB, X) C Ma.tzxz(R)
ayr a2
—a2 ai

Kvaterniony
a1 + a2i + asj + ask

2=i2=k>=-1

H = H(®, x) C Matax2(C)
a1 + asi as + aqi
—a3 + a4l a1 — asi

H = H(®, x) C Matax4(R)

ai a2 as Qa4
—az ay —a4 as
—as a4 ayp —az
—a4 —a3 az ai

Oktavy
Q(e, x)
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Scitani
[21, 22] @ [w1, w2] =

= [z1 + w1, 22 + w2

Naéasobeni

[21, 22] © [w1, wa] =

= [211U1 + Waz2, waz1 + szl]

Dvojna cisla
a1 + asze, =1

(C(G% @) C Matzxz(R)
al az
a2 ai

Antikvaterniony

a1 + a1+ ase + aqf

P=-1, & ==1
ie=f1f, fe=1i, fi=e
ei = —f, ef = —i, if = —e

]HI(GB7 @) ~ Ma,tzxz(R)
a1 + a4 az+ az
az — a2 a1 — aa
H(@7 @) C Matzxz(C)
a1 +a2i  as + aqi
—as — a4i al — (lzi
H(®, ®) C Mataxa(R)

a1 asz as a4
—az air —aq as
a3z —aq4 ar —az
a4 as az ai

Antioktavy
(e, 0)

Scéitani
[21, 22] @ [w1, wa] =

= [z1 + w1, 22 + wa)

Naéasobeni
[21, 22] ® [w1, w2] =
= [z1w1, waz1 + 22T1]
Dualni céisla
2
a1+ aze, e =0

(C(G% ®) C Ma.tzxz(R)
a; az
0 ai

Semikvaterniony
a1 + asi + asze + aqf
i2=—-1, &2=12=0
ie=f, fi=e, fe=0

ei=—f, if =—e, ef =0

H(G% ®) C Ma.tzxz((C)
a1 + asi as + asi
0 a; — azi

H(®, ®) C Mataxa(R)

ay az as a4
—az a1 —a4 as
0 0 a; —az

0 0 a2 ai

Semioktavy
Q(e, ®)
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8. Historie

Komplexni ¢isla se poprvé objevila roku 1545 v knize Ars magna italského matematika,
lékafe, piirodovédce a filozofa Gerolama Cardana (1501-1576), ktery si s nimi jesté
prilis nevédél rady. Hlubsimu a dspésnému zkoumani je podrobil italsky matematik
Rafael Bombelli (1526-1572) ve své uéebnici L’Algebra parte maggiore dell’Arimetica
z roku 1572. Béhem 16. az 18. stolet{ s nimi mnozi matematici pracovali stale odvaz-
néji. Byli to zejména Albert Girard (1595-1632), René Descartes (1596-1650), ktery
pro komplexni ¢isla uzival termin imaginaire, John Wallis (1616-1703), Isaac Newton
(1643-1727), Johann Bernoulli (1667-1748), Abraham de Moivre (1667-1754), Roger
Cotes (1682-1716), a posléze Leonhard Euler (1707-1783), ktery se roku 1777 inspiro-
val Descartovym terminem imaginaire a oznacil komplexni jednotku pismenem i. Te-
prve béhem prvni poloviny 19. stoleti byla zasluhou nékolika matematikt pochopena
geometrickd podstata komplexnich ¢isel; byli to predevsim Caspar Wessel (1745-1818)
roku 1797, Jean Robert Argand (1768-1822) roku 1806, John Warren (1796-1852) roku
1828 a 1829, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zejména roku 1831 v praci [27], William
Rowan Hamilton (1805-1865) roku 1843 a Augustin Louis Cauchy (1789-1857) roku
1847. Z jejich praci vyplynulo, ze komplexni ¢isla 1ze chapat jako body roviny opat-
rené kartézskou souradnou soustavou, resp. jako odpovidajici vektory, které tyto body
spojuji s poc¢atkem. S¢itani komplexnich ¢isel odpovida séitani téchto vektoru (vekto-
rovy rovnobéznik), ndsobeni komplexnich ¢isel souvisi s rotacemi roviny. Vyjadiime-li
komplexni ¢isla «, § v goniometrickém tvaru, je soucin af ¢isel o, 5 urcen soucinem
jejich absolutnich hodnot a souctem jejich argumentt. Hovorime o Gaussové rovine,
Cauchyho roviné nebo o Argandové roviné.

Poznamenejme, ze Gauss jiz roku 1831 uvazoval o tom, zda lze obor komplexnich
Cisel rozsirit na néjaky veétsi ciselny obor, v némz by platily vSechny aritmetické zdkony,
tj. zda lze téleso C rozsitit na néjaké vétsi komutativni téleso (viz [27], s. 178). Tato
otazka rovnéz trapila Hamiltona, irského matematika, fyzika a astronoma, ktery se
v tricatych letech marné pokousel vytvorit rozumny ¢iselny obor trojslozkovych ¢isel,
kterd by aritmetizovala prostor podobnym zpusobem jako komplexni ¢isla aritmeti-
zuji rovinu. Myslenka c¢tyrslozkovych ¢isel a vzorec pro nasobeni zakladnich jednotek
1,1, j, k ho napadly v Dublinu 16. fijna 1843 na kamenném mosté pres tzv. Canal.
Jeho objev kvaternionii dnes pfipomind deska umisténd na tomto mosts.2°
redlnych ¢isel, ktery vyjadiuje ndsobeni kvaternionti. Vzorec (10) pro soucin souctu ¢ty
Ctvercu, v némz je implicite obsazen vzorec pro nasobeni kvaterniont, zminil Leon-
hard Euler v dopisu Christianu Goldbachovi (1690-1764) roku 1748.21 Rovnost (10)
nachdzime az na nepodstatné zmény ve znaménkach i v dalsich Eulerovych pracich
(viz napf. [22], s. 369).

Mirné modifikovanou rovnost (10) uvedl roku 1798 v knize Théorie des nombres
Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Upozornil na to, Ze obdobny vzorec pro tfi ¢tverce

200 objevu kvaterniont viz Hamilton: Papers 8, 103116, 142-144, xv—xvi.
21Bulertiv dopis Goldbachovi ze 4. kvétna 1748 viz [26], dil I, s. 452. Vzorec (9) znal Euler v sou-
vislosti s komplexnimi c¢isly.
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v oboru celych c¢isel neexistuje. Uvedl priklad
(I+141)-(164+4+1)=063

a zduraznil, ze Cislo 63 dava pri déleni osmi zbytek 7 a zadné Cislo tvaru 8n + 7 neni
mozno vyjadiit jako soudet tif étverci celych ¢isel.??

Gauss vysetroval roku 1819 nasobeni ¢tveric realnych ¢isel témeér identické s néso-
benim kvaternionu v souvislosti s transformacemi trojrozmérného prostoru (viz [29],
s. 358). Vzorec (10) vyjadfil pomoci absolutnich hodnot dvojic komplexnich ¢&isel
(viz [28], s. 384). Hamilton dospél k ndsobeni kvaternioni a k identité (10) (zdkon
modulit) az roku 1843.

Pripojme jesté malou historickou poznamku o problematice souctu ¢tyt ¢tverc,
ktery tzce souvisi s identitou (10).

Roku 1621 vydal Claude Gaspar Bachet de Méziriac (1581-1638) Diofantovu Arit-
metiku. Inspirovan Diofantem poznamenal, Ze patrné kazdé prirozené ¢islo je souctem
dvou, t¥i nebo ¢tyT ¢tvercl a své tvrzeni proveéril pro ¢isla mensi nez 325. Pozdéji bylo
toto tvrzeni oznacovano jako Bachetova veta. Dokézal ji az roku 1770 Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) v praci [45]. O t¥i roky pozdéji podal jednodussi dikaz Euler
v prispévku [23]; tvrzeni nejprve dokézal pro prvodisla a pomoci vzorce (10) je rozsitil
na vSechna pfirozend ¢isla. Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) doplnil v pracich
roku 1828 a 1834 (viz [36], [38] a [37]) Bachetovu vétu a Lagrangeuv ditkaz po¢tem
takovych vyjadreni:

Necht n je prirozené c¢islo a k soucet vsech jeho lichych délitela. Je-li n sudé, pak
existuje 24k uspoiddanych étvefic celych éisel (a, b, ¢, d), pro kterd je n = a® + b* +
+ ¢ 4 d?. Je-li n liché, existuje takovych ¢tvefic jen 8k.23

Adolf Hurwitz (1859-1919) podal roku 1896 ryze algebraicky dikaz tohoto tvrzeni
v praci [33], v niz se vénoval délitelnosti v okruhu tzv. celjch kvaterniond, tj. kvater-
niont

a+bi+c¢j+dk, resp. a-+ % + (b—i— %)i—i— (c—i— %)j—i— (d+ %)k,
kde a, b, ¢, d jsou cela ¢isla. Problém prevedl na hledani celych kvaterniont dané
normy n. Podrobnégji tyto otdzky podal roku 1919 v kniZce [35]. Viz téz [20].
Hamiltoniiv objev kvaterniont motivoval dalsi matematiky. Jiz koncem roku 1843
objevil oktavy irsky pravnik a matematik John Thomas Graves (1806-1870), roku 1845
dospél ke stejné struktuie britsky pravnik a matematik Arthur Cayley (1821-1895).
Proto se oktdvam téz ¥ikd Cayleyova nebo Cayleyova—Gravesova ¢isla.?*
Pripomerime, ze ddnsky matematik C.P. Degen (1776-1825) publikoval roku 1818
v praci [12] dvé varianty vzorce (11) pro ndsobeni dvou soucti osmi ¢tverct, které od-
povidaji ndsobeni oktav. Chybné se domnival, ze obdobné vzorce existuji pro ¢isla n,
kterd jsou mocninou dvojky. Jeho prace vsak zcela zapadla. Pozdéji bylo nalezeno

22Viz [46], 1. vydani: s. 200, 2. vydani: s. 184, 3. vydani: s. 213.

23Laskavy Gtenaf muze vzorec zkusmo provéfit pro mald piirozena &isla n.

24Graves své vysledky publikoval az roku 1848, zatimco Cayley jiz roku 1845 (Collected papers I,
s. 127, XI, s. 368-371).
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nékolik dalsich variant vzorce (11). Nedlouho po objevu kvaternionu dospéli k iden-
tite (11) J.T. Graves a Cayley v souvislosti s objevem oktdv. Graves se netspésné
pokousel nalézt obdobny vzorec pro Sestnact étverci.?®

Némecky matematik Hermann Hankel (1839-1873) v knize [31] z roku 1867 ukézal,
ze odpoveéd na Gaussovu otdzku z roku 1831 je zadpornd: komplexni ¢isla nelze rozsirit
na veétsi ¢iselny obor, v némz by platily vsechny aritmetické zakony, tj. komutativni
téleso komplexnich ¢isel nelze rozsitit na vétsi komutativni téleso (viz [31], s. 106-108).
Rovnéz Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) se v Sedesatych letech k to-
muto problému vyjadril v prednaskach na berlinské univerzité. Ukézal, ze kazda redlna
komutativni algebra dimenze vétsi nez 2 mé netrividlni délitele nuly (viz téz [60]).

V bezprostredni ndvaznosti na Hamiltontiv objev kvaterniont se v druhé poloviné
19. stoleti fada matematikt zabyvala hledanim a vysetfovanim nejriiznéjsich struktur
hyperkomplexnich cisel, tj. mnozin k-slozkovych ¢isel

a1y +azxée + ...+ apéy.

Zvolili prirozené ¢islo k£ a zadavali nejruznéjsi predpisy pro ndasobeni jednotek

&1, &a,y o oy &k Nékteré takové struktury rozsifovaly téleso komplexnich éisel (tj. & =
=1, &2 = —1), jiné na zachovan{ struktury komplexnich é&isel rezignovaly. Koeficienty
ai, ..., ar mohla byt redlna ¢isla, ale i komplexni ¢isla, kvaterniony apod. Tak se

postupné rodily dalsi algebry — triplety (De Morgan 1844, 1849), grupové algebry
(Cayley, 1854), matice (Cayley, 1858), dvojna ¢isla, dudlni ¢isla, rtzné typy kvater-
niont, oktav atd. Konkrétnimi algebrami se zabyvali napriklad Augustus De Morgan
(1806-1871), George Peacock (1791-1858), bratii John Thomas Graves, Charles Gra-
ves (1812-1899), Arthur Cayley a dalsi.

Teorie hyperkomplexnich ¢isel se ve druhé poloviné 19. stoleti bourlivé rozvijela.
Od prvnich piikladi konkrétnich ¢iselnych struktur (komplexni ¢isla, kvaterniony, ok-
tavy) pres zprvu podivné struktury, v nichz jiz nebylo moZno bez omezeni délit, do-
spéla matematika v posledni tietiné 19. stoleti k budovani abstraktni teorie linedrnich
algeber. Konkrétni materidl vyplynul z vyzkumu vétstho mnozstvi ruznych systémi
hyperkomplexnich ¢isel. Vyznamnou tlohu sehrala algebra matic, ktera se ukézala byt
mimoradné dulezitou pro dalsi vyvoj matematiky a jejich nejriiznéjsich aplikaci.

Roku 1862 vydal Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) inovovanou verzi své
knihy Die Lineale Ausdehnungslehre z roku 1844 pod modifikovanym nazvem Die
Ausdehnungslehre. Vollstindig und in strenger Form begrindet. Mimo jiné se v ni
objevila idea algebry, které se dnes tikd Grassmannova (téz vngjsi algebra) dimenze
2". Hankel ji prezentoval a popularizoval roku 1867 v knize [31].

Hamilton vydal velké monografie Lectures on Quaternions (1853) a Elements of
Quaternions (1866). V té prvni (art. 669) zavedl tzv. bikvaterniony, tj. kvaterniony
s komplexnimi koeficienty (tzv. hyperbolické bikvaterniony). Tato struktura obsahuje
netrivialni délitele nuly, naptiklad

G+D)G—1) =0,

250 problematice souétii étvercii lze nalézt mnoho informaci v Dicksonové knize History of theory
of numbers [15]. Viz 2. dil, zejména kapitoly VI. Sums of Two Squares, s. 225-257, VII. Sums of Three
Squares, s. 259-274, VIII. Sums of Four Squares, s. 275-303, IX. Sums of n Squares, s. 305-323.
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kde i je komplexni jednotka a I kvaternionova jednotka. Vysetroval téz antikvaternio-
ny.

Anglicky matematik a filozof William Kingdon Clifford (1845-1879) studoval od
roku 1873 dalsi dva typy bikvaterniont — ¢isla tvaru a+ fw, kde «, 8 jsou kvaterniony
a pro jednotku w je bud w? = 0, nebo w? = 1 (tzv. parabolické bikvaterniony, resp.
eliptické bikvaterniony). V této praci se tak objevila idea dudlnich a dvojnych cisel.
Roku 1878 Clifford modifikoval Grassmannovu algebru a zavedl algebru, kterd nese
jeho jméno. Je jistou modifikaci Grassmannovy algebry, i jeji dimenze je 27.

S obecnym pojmem linedrni asociationi algebra prisel Benjamin Peirce (1809-1880)
roku 1870 v predndsce, ktera se uskutecnila na ptdé National Academy of Sciences ve
Washingtonu. Sto exemplait Peirceho préce bylo vydano nedlouho poté. Roku 1881 —
jiz. po jeho smrti — vysla pod ndzvem Linear associative algebra [53] v ¢asopisu Ame-
rican Mathematical Journal. Poznamenejme, ze Peirce vytvoril mimo jiné (nedplny)
seznam 162 asociativnich algeber dimenze nejvyse 6, které popsal multiplikativnimi
tabulkami pro ndsobeni ,komplexnich jednotek®. PfiSel s dulezitymi pojmy (nilpo-
tentni a idempotentni prvek) a s plodnymi ndméty pro studium strukturnich otdzek
rodici se teorie algeber. V novych teoretickych vysledcich rychle nartistala obecnost
pristupu.

Ve 20. stoleti vyrazné prispéli k teorii algeber hlavné Joseph Henry Maclagan Wed-
derburn (1882-1948), zejména praci On hypercomplex numbers z roku 1908, pozdéji
Amalie Emmy Noetherova (1882-1935) a Emil Artin (1898-1962), ktet{ rozvijeli obec-
nou teorii algeber nad libovolnym télesem.

Americky matematik Leonard Eugene Dickson (1874-1954) prezentoval vyse zmi-
nény proces zdvojeni napiiklad roku 1919 v praci [13]. Zdtraznil, Ze kvaterniony vzni-
kaji z komplexnich ¢isel a oktavy z kvaternionu podle stejného principu jako komplexni
cisla z ¢isel redlnych. Tento princip je vyjadien pravé vyse uvedenou dvojici predpist
(1) a (2) pro operace séitdni & a nésobeni x. Poznamenejme, ze zdvojeni oktév jiz
k rozumné ¢iselné strukture nevede, ve vzniklé algebre existuji netrividlni délitelé nuly,
tj. neni v ni mozno bez omezeni délit. O algebrach dimenze 16 viz napt. [13]. Velky
vyznam mély Dicksonovy knihy Linear algebras z roku 1914 a Algebras and their arith-
metics z roku 1923.

Na pocatku dvacatych let zavedl Dickson antioktdvy jako dvojice kvaterniont,
jejichz séitédni a ndsobeni je definovédno identitami (5) a (6): dvojnd ¢isla vznikaji
z Cisel redlnych, antikvaterniony z ¢isel komplexnich a antioktavy z kvaterniont.

9. Frobeniova véta, Hurwitzova véta

Vénujme se jesté historii popisu redlnych algeber s délenim a popisu normovanych
algeber. Jiz jsme ukazali, ze kazd4 normovana algebra konecné dimenze je algebrou
s délenim.

Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) dokdzal roku 1878 v praci [25], Ze konecné-
dimenziondalni redlné asociativni algebry s délenim jsou pouze tii — redlna ¢isla, kom-
plexni ¢isla a kvaterniony, tedy algebry, které jiz byly znamé. Novym vysledkem vsak
bylo, ze neexistuji zadné jiné. Zdtraznéme, ze dulezitym predpokladem byla asociati-
vita. Jeho vysledek je zndmy pod nazvem Frobeniova véta. Jeji pékné dikazy pozdéji
publikovali Charles Sanders Peirce (1836-1914) v kratkém ¢ldnku [54], Elie Cartan
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(1869-1951) v rozsahlé praci [7], Franz X. Grissemann [30] a dal$i matematici. Jedno-
duchy dukaz podal Richard Sheldon Palais (nar. 1931) roku 1968 v ¢lanku [51].

Némecky matematik Adolf Hurwitz dokézal roku 1898 v préci [34], Ze redlné nor-
mované algebry dimenze n mohou existovat jen pro n =1, 2, 4, 8. V té dobé jiz byly
znamé asociativni algebry redlnych ¢isel, komplexnich cisel a kvaternioni a alterna-
tivni algebra oktav. Novym vysledkem bylo, ze nemohou existovat normované algebry
jinych dimenzi. Dikaz Hurwitzovy véty pozdéji modifikoval Dickson v préci [13]. Mo-
dernéjsi diikaz lze nalézt napiiklad v Curtisové ¢lanku [10] z roku 1963, ¢i v jeho
udebnici [11], s. 306-314; Curtis vyuzil vysledky Nathana Jacobsona (1910-1999) pub-
likované v praci [39] z roku 1958. Odkézat muzeme i na dikaz Hanse Freudenthala
(1905-1990) uvedeny v knizce Oktaven, Ausnahmegruppen und Oktavengeometrie [24].
Pripomenme pro zajimavost, ze se k problematice souctti ¢tverca vracel prosluly ca-
sopis American Mathematical Monthly — viz napt. ¢lanky [52], [58] a [61].

Francouzsky matematik Elie Cartan (1869-1951) poznamenal roku 1808 v obsir-
ném ¢lanku Nombrex complexes otisténém ve francouzské encyklopedii matematickych
véd,?6 Ze ke kompletnimu popisu redlnych algeber s délenim neni mozné dospét bez
vyrazného pokroku v algebfe a analyze (viz [8], s. 362).

Ve 20. stoleti byla problematika ¢tverci vyjadiena v Teci algeber v ndvaznosti na
praci Benjamina Peirceho. P¥ispél k tomu téz Abraham Adrian Albert (1905-1972).
Existence vzorce (9) byla ddna do souvislosti s existenci normované algebry dimenze n.

Svycarsky matematik Heinz Hopf (1894-1971) dokézal v praci [32] z roku 1940 po-
moci dumyslnych metod algebraické topologie, Ze konecnédimenzionalni redlné algebry
s délenim nemohou mit jinou dimenzi nez mocninu ¢isla 2. O jedendact let pozdéji, roku
1951, publikovali Richard Hubert Bruck (1914-1991) a Erwin Kleinfeld (1927-2022)
praci [6], v niz dokdzali, Ze jedind redlnd koneénédimenziondlni alternativni a neaso-
ciativni algebra s délenim je algebra oktdv.?” Toto tvrzeni (piipadné spojené s vyse
uvedenou Frobeniovou vétou) se obvykle nazyva Zobecnénd Frobeniova véta. Jeji dikaz
najdeme napf. v Kurosové knize Kapitoly z obecné algebry [44], s. 218-226.

S dalsim dulezitym vysledkem prisli s pomoci vysledkt algebraické topologie roku
1958 Michel André Kervaire (1927-2007) v c¢lanku [43] a nezdvisle na ném Raoul
Bott (1923-2005) a John Willard Milnor (nar. 1931) v pracich [50] a [49]. Dokazali,
7e realné algebry s délenim dimenze m mohou existovat pouze pro n = 1, 2, 4, 8:
jednd se o dvé asociativni a komutativni algebry (redlnd ¢isla, komplexni ¢isla), jednu
asociativni nekomutativni algebru (kvaterniony), jednu neasociativni, ale alternativni
nekomutativni algebru (oktavy) a nekone¢né mnoho algeber, které nejsou alternativni.
Vzhledem k tomu, ze normované algebry jsou algebrami s délenim, prispély vyse uve-
dené vysledky i k poznani normovanych algeber.

Bylo dokazano, ze vsechny dalsi normované algebry vzniknou z vyse uvedenych
CtyT algeber zavedenim nového nédsobeni * rovnosti

axf = f(a) g(B),

kde f a g jsou izomorfismy zachovavajici normu (ortogonélni zobrazeni).

26Tento ¢lanek vznikl pFepracovanim a rozsifenim ¢lanku [57] z némecké matematické encyklopedie,
jehoz autorem je Eduard Study (1862-1930).
2TV této souvislosti je téz citovana préace [56] Lva Anatoljevice Skornjakova (1924-1989).
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Pro zajimavost uvedme, ze existujl pouze Ctyri neizomorfni normované algebry
dimenze 2 — algebra komplexnich ¢isel a tri algebry, které z ni vzniknou zavedenim
nového nasobeni * rovnosti

axB=a-B, resp. axf=a-F, resp. axf=a-p.

Uvédomme si, Ze tato tfi ndsobeni nejsou alternativni (a neexistuji jednotkové prvky).
Témto algebrdm odpovidaji mirné modifikované varianty vzorce (9):

(a3 +a3)- (b3 +b3) = (a1by + azb2)? + (a1bs — ash)?

(a% + a%) . (b% + bg) (a1b1 + a2b2)2 + (—albg + a2b1)2,
(a% + a%) . (b% + b%) = (a1b1 — a2b2)2 =+ (70,1()2 — a2b1)2.

Pro dimenzi 4 je situace slozitéjsi. Realné normované algebry dimenze 4 vzniknou
z algebry kvaternioni zavedenim nového nasobeni * podle nékterého z nasledujicich
predpist:

axfB=~v-a-f:0, axf=v-@-p-9, axpf=v-ap"9, a*ﬁ:'y'5~ﬁ'5,

kde ~y, § jsou pevné zvolené kvaterniony, které maji jednotkovou normu. Témto defi-
nicim nasobeni odpovidaji modifikace identity (10).

Zname-li vSechny normované algebry, zndme i vSechny rovnosti (12). Zavedeme-li
napriklad v algebre kvaternionti ndsobeni rovnosti ax 3 =i-«- §-j, dostaneme mirnou
modifikaci rovnosti (10), kde jsou jen pozménénd znaménka:

(a2 4 a2+ a2+ a2)- (b3 + b3+ b2 +b2) =
= (a1b1 — a2b2 — a3b3 — a4b4)2 + (7&11)2 — CLle — a3b4 + a4b3)2 +
+(—a1bs + agby — azby — agbs)* + (arby + azbsz — azby + agby)?.

O problematice ¢iselnych oborii a systému hyperkomplexnich ¢éisel (z matematic-
kého i historického hlediska) se mizeme doéist napiiklad v pracich [1], [2], [3], [5],
s. 245-208, [13], [21], [31], [40], [42], [55] a [59], s. 177-217. Zakladni algebraické po-
znatky nalezneme v ucebnicich [4] a [19]. O vyvoji této problematiky v 19. stoleti
najdeme fadu informaci v encyklopedickych ¢lancich [57] a [8].

Podékovani. Dékujeme Antoninu Slavikovi za cenné podnéty, které vedly k pod-
statnému rozsireni a k tipravé obsahu tohoto clanku.
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