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MATEMATIKA

,Devitkova" vlastnost prvocisel

Mikulds Kucera, FJFI CVUT, Praha

Ukazeme si jednu z mnoha zajimavych vlastnosti prvocisel — konkrétné
vlastnost period jejich pfevracenych hodnot, kterou poprvé dokézal roku
1836 francouzsky matematik Etienne Midy (1775-1846) [I.

Zatnéme s ¢islem 1/7. Klasickym algoritmem déleni zjistime:

= = 0,T42857. (1)

Tedy ziskdme periodu 142857. Rozdélme ji v poloviné na ¢isla 142 a 857
a ta secCtéme:
142 4 857 = 999.

Ziskali jsme ¢islo ze samych devitek. Totéz si mizete zkusit napiiklad
s ¢islem 1/13:

1 I
= 0,076923, 076 4+ 923 = 999.

Zda se, ze obdobny postup bude fungovat s libovolnym prvocislem p > 7,
jehoz perioda je sudé délky. Ozna¢me P mnozinu vS8ech prvocisel. Pro
potfeby formulace problému vyslovme nejprve definici. Neni-li fe¢eno
jinak, budeme v celém c¢lanku ztotozhovat &isla a jejich reprezentace
v desitkové soustavé.

Redlné ¢&islo a € (0,1) nazveme periodickym, pokud je jeho rozvoj za
desetinnou ¢arku zakoncen periodou, tj. pravidelné se opakujici nenulo-
vou n-tici ¢islic. Periodu zna¢ime pruhem, t;j.

a = 0, ble PN bma1a2 ce Qg

n-tici aias ... a, nazyvame perioda délky n, m-tici b1bs . ..b,, nazyvame
predperioda délky m. Ma-li ¢islo prazdnou pfedperiodu (m = 0), na-
zyvame je ryze periodické (angl. purely periodic), v opa¢ném piipads
(m # 0) jde o &islo posléze periodické (angl. eventually periodic).
Poznamka. Za periodicka nepovazujeme ¢&isla s periodou 9, nebot napf.
1 = 0,9. Dale je z¥ejmé, 7e periodu (i pfedperiodu) vZdy musime uvazovat
nejkratsi moznou pro jednoznacnost definice.
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MATEMATIKA

Piiklad. Cislo 1/3 = 0,3 je ryze periodické s periodou 3 délky 1. Cislo
1/6 = 0,16 je posléze periodické s predperiodou 1 délky 1 a periodou 6
délky 1.

Ukol 1. Ukazte, 7e kazdé periodické ¢&slo je racionalni, tj. pokud a je
periodické, pak a = r/q, kde r a ¢ jsou cela ¢isla.

Midyho véta

Tvrzeni, 7ze pozorovani z ivodu skuteéné plati pro vSechna prvocisla
p > 7, je obsahem tzv. Midyho véty. Nejprve ukazeme, Ze pfevracené
hodnoty téchto prvocisel jsou ryze periodické.

Tvrzeni 1. Necht p € P\ {2,5}. Potom 1/p je v desitkové soustavé ryze
periodické.

K dikazu vyuzijeme nasledujici slavnou vétu.

Véta (Mala Fermatova). [Y| Necht p € P, a € N, a L p (a je nesoudélné
s p). Potom
a?~' =1 mod p. (2)

Pii déleni 1/p napoé¢itame prvnich n &islic za desetinnou ¢arkou jako
[10™/p] s n-tym zbytkem r, = 10™ mod p. K vypoctu dalsi &islice délime
107, /p atd. Stac¢i tedy, aby v n&kterém kroku déleni vysel zbytek 1.
A zde vyuZijeme pravé malou Fermatovu vétu . Staci volit n = =p—1
a a = 10 a zjistime, Ze po p — 1 vypocitanych ¢islicich se desetinny
rozvoj zacne opakovat. Skute¢né, jelikoz 10P~! = 1 mod p, je rp—1 = L.
p-tou &islici za desetinnou ¢arkou tedy, stejné jako tu prvni, vypocéteme
coby [10/p] s p-tym zbytkem 7, = r; = 10 mod p a obdobné& pro &islice
néasledujici.

Ukol 2. Ukazali jsme, 7e 1/p je ryze periodické. Sami si rozmyslete, Ze
navic plati, ze délka jeho periody musi délit p — 1. Ovérte na piikladech
prop=Tap=13.

Véta 2 (Midy). Nechtp € P, p > 7. Pokud periodu ¢isla 1/p lze rozdélit
na dva bloky stejné délky, pak jejich soucet je tvoren pouze ¢islicems 9.

DPro dikazy a dalsf zajimavosti tykajici se malé Fermatovy véty ¢tenare odkazu-
jeme na literaturu [2].
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MATEMATIKA
Poznamka. Uvédomme si, ze zde povolujeme ¢isla, jejichz zapis zac¢ina
gisliet 0, jak jsme vidéli napiiklad pro ¢&islo 1/13.
Necht tedy
1

720577 3
, ] ®3)

kde x a y jsou n-tice ¢islic (to tedy znamen4, Ze 2n je nejmensi pfirozené
¢islo takove, Ze 10%® = 1 mod p). Chceme ukazat, Ze x+y je &islo tvorené
pouze Cislicemi 9. Jisté plati nasledujici odhady:

0<zx<10" -1, 0<y<10™—1.

ProtoZe v8ak x a y nemohou byt soucasné tvofeny pouze nulami (pak by
platilo 1/p = 0) ani pouze devitkami (jinak 1/p = 1), ziskavame odhad

0<z+y<2(10" —1). (4)
Vynésobenim rovnice ¢islem 102" dostaneme

102n

1
=10"z4+y+ 07y =10"z+y+ —.
p

Odtud jednoduchou tpravou

10" — 1)(10" +1) 102" — 1
( )" +1) _ — 10"z +y.
p p

JelikoZ p je prvocislo a nedéli 10™ —1 (v opafném piipadé 10" = 1 mod p,
coz je spor s predpokladem, Zze 1/p mé periodu délky 2n), musi délit
10™ + 1. To znamena, Ze

10"
Wrty

10m -1 -

Snadno vidime, Ze plati
x+y=10"z — (10" — )z +y = 10"z + y = 0 mod (10" — 1).

Cislo x+y je délitelné 10" —1 a ve spojeni s odhadem méme kyZzenou
rovnost  +y = 10" — 1, coz je ¢&islo ze samych devitek.
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O krok dal — Ginsbergova véta

Kdyz jsme tspésné vyftesili tvodni problém, miZzeme se jesté jednou
vratit k ¢islu 1/7 = 0, 142857 . Zkusme periodu tentokrat rozdélit na
t¥i bloky délky 2 a ty sedist:

14 + 28 4+ 57 = 99.

Opét dostéavame ¢islo ze samych devitek! Snadno ovéiime tentyz vysledek
pro 1/13:
07 469 + 23 = 99.
Zda se, ze devitkova vlastnost plati i pii déleni period na tietiny. Ze je
tomu skuteéné tak, dokazal Ginsberg (2004) [I]. Jak uvidime, dikaz je
uz o néco slozit&jsi.
Necht peP,p>T7a

1
5:O,Tyz:O,xl...xnyl...ynzl...zn (5)

je ¢islo s periodou délky 3n. Jednoduchym odhadem analogickym dikazu
Midyho véty ziskdme

0<z+4y+z<3(10"—1). (6)
Stejné tak vynasobenim (5] ¢islem 103" odvodime

(10" —1)(10%™ + 10" +1)  10°" —1

=10z + 10"y + 2. (7)
p P

A stejnou argumentaci jako dfive (p je prvodcislo a nedéli 10™ — 1) obdr-
zime délitelnost x + y + z ¢islem 10™ — 1:
T +y+z=10""z + 10"y + 2z — (10" — 1)(10" + 1)z — (10" — 1)y =
= 10"z + 10"y + 2z = 0 mod (10" — 1). (8)
Diky @ a (8) je soucet z+y+ z roven bud 10™ — 1, nebo 2(10™ —1). Pro
ditkkaz Ginsbergovy véty tedy staci ukdzat z + y + z = —1 = 9 mod 10.

Oznaéme 74, ry, 7, postupné zbytky pii vypoctu prvnich n, 2n, 3n
cifer &isla 1/p, tedy zbytky piti déleni 107 /p, 102" /p, 103" /p. Potom

10" — 7, 102" — 10%" —r,
fo _ x, v _ 10z + 1, e A + 10"y + =.
p

p p
9)

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

7 @ odvodime nasledujici dvé pozorovani:
1. Vynésobenim rovnic ¢islem p a kongruenci mod 10 mame
pr = —r, mod 10, py = —ry mod 10, pz = —r, mod 10.
Sec¢tenim téchto kongruenci ziskame vysledek

p(z+y+2)=—(ry + 7, +7,) mod 10. (10)

2. Pfimo z @D plyne
ry = 10" mod p, Ty = 10%" mod p, r. = 10°" mod p.

Dle (7)) p déli éislo 102" +10"+1, proto musi délit i 103" +10%"+10".
Sectenim predchozich kongruenci proto dostaneme

Ty +1y+r, =10" 4+ 102" +10®" = 0 mod p.

Soucasné vime, Ze r, je poslednim zbytkem pii déleni pred zopa-
kovanim periody, tedy r, = 1 (viz a (9)). Protoze r, < p—1
ary <p—1,mame 0 <7, + 7, + 7, < 2p a diky kongruenci vyse
pak

ry+ry 41, =p. (11)

Zbytek dikazu je jednoduchy — sta¢i dosadit rovnost do kongruence
, a jelikoz p je nesoudélné s 10, mtizeme jim obé strany vydélit. Ziskali
jsme kyzeny vysledek

z+y+2z=-1=9mod 10.

Skute¢né tedy = + y + z = 10" — 1, coz je opét &islo tvorené samymi
devitkami.
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