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MATEMATIKA

Sudoku pohledem matematiky:
Odmocnina z jedné a soustava rovnic

Jan Jekl, Univerzita obrany, Brno

Abstrakt. Sudoku se nadále těší popularitě, a proto může sloužit jako moti-
vační zdroj k podnícení zájmu studentů o matematiku. V tomto článku ukazu-
jeme způsob, jak lze sudoku ztotožnit s úlohou hledání řešení jistého systému
lineárních a nelineárních rovnic.

V této práci se věnujeme sudoku, kterému se již také věnovala řada
jiných autorů, zmiňme například [2, 4, 5, 6, 7, 8].

Sudoku přitom fascinuje vědeckou komunitu již nějakou dobu (viz
první výskyt slova sudoku v databázi Scopus z roku 2005, přičemž je-
diný starší výskyt odkazuje na autora jménem Sudoku). I v matematice
byla řada výsledků v minulosti motivována hrami. Zmiňme například
Hanojské věže, Patnáctku, Tetris, Rubikovu kostku a další [1]. Zmiňme
také, že řada dalších výsledků byla motivována hrami, kde vzájemně
soupeří dva a více hráčů proti sobě. Mezi příklady zde patří Dáma, Hex
nebo Hra oware [1]. Tento fakt se také projevil v názvu matematického
odvětví, které studuje konfliktní situace: Teorie her.

Cílem naší práce je zkoumat sudoku jako systém rovnic. Pro usnad-
nění pochopení budeme celou situaci rozebírat na 4× 4 variantě sudoku,
která se nazývá shidoku (z japonského shi, což znamená 4). Všechny zde
uvedené informace lze s trochou práce rozšířit na obvyklé zadání 9 × 9
sudoku.

Pro úplnost připomeňme, že shidoku je předvyplněná 4 × 4 tabulka,
do níž doplňujeme čísla 1 až 4. V tabulce se nachází 4 disjunktní 2 × 2
sekce a naším úkolem je do každého řádku, sloupce i do každé sekce
doplnit každé ze čtyř čísel právě jednou. Systém rovnic získáme, když si
uvědomíme, že do tabulky nemusíme doplňovat jenom čísla, ale stejně
dobře by nám posloužily 4 rozdílné symboly. Navíc bychom nemuseli
doplňovat pouze symboly. Úplně by stačilo do tabulky doplňovat barvy,
nebo třeba zvuky, viz obr. 1.

Uveďme ještě několik informací ohledně použitého značení. Každá
tabulka se skládá z buněk, které budeme značit obvyklým maticovým
značením. Pod pojmem buňka (k, l) tedy budeme myslet buňku v k-tém
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řádku a l-tém sloupci, počítáno z levého horního okraje dolů (k), resp.
doprava (l).

Obr. 1: Shidoku, které je zadáno pomocí čísel, symbolů i barev – vpravo se
nachází řešení tohoto shidoku

Hlavolam shidoku a čtvrtá odmocnina z jedné
V této části se pokusíme do shidoku namísto čísel 1, 2, 3 a 4 do-

plňovat vhodná komplexní čísla (tato varianta byla prozkoumaná také
v [3]). Obeznámený čtenář jistě ví, že imaginární jednotku i definujeme
jako řešení rovnice x2 = −1, a také ví, že v oboru reálných čísel tato
rovnice nemá řešení. Podobně můžeme uvážit rovnici x4 = 1, která má
v oboru reálných čísel pouze dvě řešení, a to x1 = 1, x2 = −1. Přímo
z definice imaginární jednotky však vyplývá, že v oboru komplexních čí-
sel má rovnice x4 = 1 navíc ještě řešení x3 = i, x4 = −i. Protože se jedná
o řešení rovnice x4 = 1, tak těmto řešením říkáme 4. odmocniny z jedné.
Pokud řešení vykreslíme v komplexní rovině, pak řešení leží ve vrcho-
lech čtverce, jak je zobrazeno na obr. 2. Pro zajímavost ještě uveďme,
že řešení rovnice xn = 1 určují vrcholy pravidelného n-úhelníku.

1−1

i

−iℑ(z)

ℜ(z)

Obr. 2: Řešení rovnice x4 = 1 vyobrazené v komplexní rovině; všechna řešení
leží ve vrcholech čtverce
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Když nyní víme, jak vypadají čtvrté odmocniny z jedné, tak je mů-
žeme doplnit do hlavolamu shidoku například tak, že číslo k nahra-
díme xk. Takové nahrazení vidíme např. na obr. 3.

Obr. 3: Zadání hlavolamu shidoku, kde každou hodnotu k nahradíme 4. od-
mocninou z jedné xk

Nyní specifikujeme systém rovnic, jehož řešení bude korespondovat
s řešením shidoku. Začneme tak, že každé z 16 buněk shidoku přiřadíme
jednu proměnnou yk, k ∈ {1, . . . , 16}. Toto propojení můžeme například
provést tak, že buňce (k, l) přiřadíme proměnnou yk+4(l−1). Přiřazení
proměnných buňkám je znázorněno níže.

y1 y2 y3 y4

y5 y6 y7 y8

y9 y10 y11 y12

y13 y14 y15 y16

Pro zadané počáteční nápovědy hlavolamu máme hodnoty některých
proměnných předem zadané. V hlavolamu na obr. 3 tak víme, že platí
y2 = 1, y4 = −i, y9 = −1, y12 = i. Neznámé hodnoty ostatních pro-
měnných yk pak reprezentují chybějící hodnoty v hlavolamu. Abychom
zaručili, že proměnné yk budou skutečně čtvrté odmocniny z jedné, tak
specifikujeme, že každá proměnná yk musí řešit rovnici y4k = 1.

Navíc si uvědomme, že některé proměnné nemohou mít stejnou hod-
notu. Například proměnné y1 a y4 reprezentují buňky ve stejném řádku,
a tedy musí platit, že y1 ̸= y4. O takových dvojicích řekneme, že jsou
v přímém vztahu. Můžeme si rozmyslet, že každá proměnná je v přímém
vztahu se sedmi dalšími proměnnými. Toto platí proto, že každá buňka
je ovlivněna sedmi jinými buňkami, jak můžeme vidět na obr. 4. Celkem
máme 16 proměnných, které jsou ve vztahu vždy se sedmi buňkami. Pro-
tože nerozlišujeme situace, kde je proměnná yk v přímém vztahu s pro-
měnnou yl a kde je yl ve vztahu s yk, tak máme dohromady 16·7

2 = 56
dvojic proměnných v přímém vztahu.
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Obr. 4: Buňka označená písmenem X je ve vztahu se sedmi buňkami označe-
nými písmenem O

Uvažujme nyní libovolnou dvojici yk, yl proměnných v přímém vztahu.
Nerovnost yk ̸= yl převedeme na rovnici, jejíž řešení tuto podmínku musí
splňovat. Protože 4. odmocniny z jedné splňují, že y4k = 1 = y4l , pak také
musí splňovat rovnici y4k − y4l = 0. Tento vztah nyní splňují i proměnné,
pro něž platí yk = yl, tj. kde yk−yl = 0. Abychom vyloučili tuto možnost,
můžeme tímto výrazem dělit a máme

0 =
y4k − y4l
yk − yl

= (yk + yl)(y
2
k + y2l ).

Vezmeme-li tedy pro libovolnou dvojici proměnných yk, yl v přímém
vztahu rovnici

(yk + yl)(y
2
k + y2l ) = 0, (1)

pak tyto rovnice zaručí, že proměnné yk budou splňovat všechny poža-
davky na řešení shidoku.

Zaměřme se opět na hlavolam shidoku, který jsme studovali na obr. 3.
Jemu odpovídající systém rovnic by vypadal následujícím způsobem:

y41 = 1 y2 = 1 y43 = 1 y4 = −i y45 = 1 y46 = 1 y47 = 1 y48 = 1

y9 = −1 y410 = 1 y411 = 1 y12 = i y413 = 1 y414 = 1 y415 = 1 y416 = 1

(y1 + y2)(y
2
1 + y2

2) = 0 (y7 + y5)(y
2
7 + y2

5) = 0 (y10 + y9)(y
2
10 + y2

9) = 0

(y1 + y3)(y
2
1 + y2

3) = 0 (y7 + y6)(y
2
7 + y2

6) = 0 (y10 + y11)(y
2
10 + y2

11) = 0

(y1 + y4)(y
2
1 + y2

4) = 0 (y7 + y8)(y
2
7 + y2

8) = 0 (y10 + y12)(y
2
10 + y2

12) = 0

(y1 + y5)(y
2
1 + y2

5) = 0 (y7 + y3)(y
2
7 + y2

3) = 0 (y10 + y2)(y
2
10 + y2

2) = 0

(y1 + y9)(y
2
1 + y2

9) = 0 (y7 + y11)(y
2
7 + y2

11) = 0 (y10 + y6)(y
2
10 + y2

6) = 0

(y1 + y13)(y
2
1 + y2

13) = 0 (y7 + y15)(y
2
7 + y2

15) = 0 (y10 + y14)(y
2
10 + y2

14) = 0

(y1 + y6)(y
2
1 + y2

6) = 0 (y7 + y4)(y
2
7 + y2

4) = 0 (y10 + y13)(y
2
10 + y2

13) = 0
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(y16 + y13)(y
2
16 + y2

13) = 0 (y4 + y2)(y
2
4 + y2

2) = 0 (y11 + y9)(y
2
11 + y2

9) = 0

(y16 + y14)(y
2
16 + y2

14) = 0 (y4 + y3)(y
2
4 + y2

3) = 0 (y11 + y12)(y
2
11 + y2

12) = 0

(y16 + y15)(y
2
16 + y2

15) = 0 (y4 + y8)(y
2
4 + y2

8) = 0 (y11 + y3)(y
2
11 + y2

3) = 0

(y16 + y4)(y
2
16 + y2

4) = 0 (y4 + y12)(y
2
4 + y2

12) = 0 (y11 + y15)(y
2
11 + y2

15) = 0

(y16 + y8)(y
2
16 + y2

8) = 0 (y6 + y5)(y
2
6 + y2

5) = 0 (y13 + y14)(y
2
13 + y2

14) = 0

(y16 + y12)(y
2
16 + y2

12) = 0 (y6 + y8)(y
2
6 + y2

8) = 0 (y13 + y15)(y
2
13 + y2

15) = 0

(y16 + y11)(y
2
16 + y2

11) = 0 (y6 + y2)(y
2
6 + y2

2) = 0 (y13 + y5)(y
2
13 + y2

5) = 0

(y6 + y14)(y
2
6 + y2

14) = 0 (y13 + y9)(y
2
13 + y2

9) = 0

(y2 + y3)(y
2
2 + y2

3) = 0 (y8 + y5)(y
2
8 + y2

5) = 0 (y9 + y14)(y
2
9 + y2

14) = 0

(y2 + y5)(y
2
2 + y2

5) = 0 (y8 + y12)(y
2
8 + y2

12) = 0 (y15 + y3)(y
2
15 + y2

3) = 0

(y2 + y14)(y
2
2 + y2

14) = 0 (y9 + y5)(y
2
9 + y2

5) = 0 (y15 + y12)(y
2
15 + y2

12) = 0

(y8 + y3)(y
2
8 + y2

3) = 0 (y9 + y12)(y
2
9 + y2

12) = 0 (y15 + y14)(y
2
15 + y2

14) = 0

Tato soustava je poměrně složitá a nalezení jejího řešení přímým vý-
počtem by jistě nebylo jednoduché. Nicméně vzpomeňme si, že soustava
byla vytvořena tak, aby korespondovala s shidoku, které je zobrazeno
na obr. 3. Soustavu nyní snadno vyřešíme nalezením řešení samotného
shidoku. Toto řešení je

y1 = i y2 = 1 y3 = −1 y4 = −i

y5 = −i y6 = −1 y7 = i y8 = 1

y9 = −1 y10 = −i y11 = 1 y12 = i

y13 = 1 y14 = i y15 = −i y16 = −1

Čtenář si nyní může vyzkoušet, jak by vypadala rovnice (1) pro kla-
sické sudoku 9 × 9 nebo jeho jiné varianty 6 × 6, 16 × 16 apod. Čtenář
může také určit, kolik rovnic by obsahoval systém pro tyto varianty.

Závěr
Úkolem tohoto textu bylo ukázat, jak lze sudoku spojit s řešením sou-

stavy rovnic. Domníváme se, že hlavolam sudoku je dostatečně známý,
aby následně mohl sloužit jako motivace pro studenty v rámci probírané
látky. Avšak zdá se nám, že je tento problém dostatečně zajímavý sám

10 Rozhledy matematicko-fyzikální



MATEMATIKA

o sobě, aby sloužil výzkumníkům k dalšímu bádání. Z historie je známo,
že řada teoretických poznatků byla motivována hrami a hlavolamy [1].

Řada chybných pokusů o nalezení minimálního ireducibilního sudoku
(viz [9, 10]) dle nás ilustruje, že se o téma sudoku v minulosti zajímala
také širší veřejnost. Z posledního dotazníkového šetření firmy YouGov
vyplývá, že se sudoku líbí 46 % dotázaných [11].

Poděkování
Tento příspěvek vznikl s podporou projektu DZRO Vojenské auto-

nomní a robotické systémy.
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