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MATEMATIKA

Dva ctverce ¢i obdélniky v obecném trojahelniku

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Inspirace k napsani ¢lanku muze pFichazet z nejriznéjsich zdroji.
Casto je to mala poznamka, ktera se objevila v tisku. Tak je tomu zvlasté
tehdy, kdyz takova poznamka nevycCerpava vSechny moznosti, které by
¢tenari prinesly hlubsi porozuméni danému problému. Zda se mi téz za-
sluzné poukazat na to, jak se vyhnout pfekotnému uzivani nabiflovanych
vzorecki ¢ zbyteénému (a Casto zatemilujicimu) uZzivani pojmi, jako
jsou napf. trigonometrické funkce v pfipadech, kdy v daném feSeni ne-
hraji zadnou tlohu a nepomahaji porozuméni (viz napf. [2]). Dulezitou
roli v tomto procesu hraje rozbor wlohy. Ten odhali podstatu tlohy a na-
znadi ¢asto cestu k jednodussimu feSeni mnohdy i obecnéjsi ulohy. Jeden
z vyznamnych matematiki své doby James Joseph Sylvester (1814-1897)
poukazal na to, Ze obecné 1ilohy jsou ¢asto jednodussi nez jejich konkrétni
pripady. Mohu jenom dodat, Ze mé zkuSenosti jsou obdobné.

Nasledujici jednoducha tloha ilustruje popsanou situaci zcela vérné.
Obr. 1 zobrazuje dva ¢tverce C; = ABCD a C; = BEFG, které maji
spole¢ny vrchol B a jsou polozeny tak, ze vrchol C lezi na prodlouzené
uhlopfi¢ce EG. Je-li |GC| =7 a |[EG| = 10, urcete obsah &tverce Cy.

D C

A B

Obr. 1: Jednoducha tloha E
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MATEMATIKA

Urcit obsah ¢tverce C; znamena ur€it ¢tverec strany |BC|. Jaky pii-
stup k fegeni, patrné bez velkého rozmysleni, soucasného studenta/stu-
dentku gymnazia napadne? Najdeme to popséno v ¢lanku [3]. Z¥ejmeé se
soustfedi na trojuhelnik BGC, nebot vidi, ze

X BGC| = 180° — 45° = 135°, |BG|=5V2, |GC|=T.
Uzitim kosinové véty tedy ihned uréi, ze

obsah(C;) = |[BC|? =50449 —2-5V2-7- (—?) = 169.

Naskyta se ovSem bezprostredni otazka, zda je nutné pouzit pomeérné na-
rotného vzorce, ktery vyzaduje pojem goniometrické funkce? Clanek [3]
povazuje takovy postup za pfirozeny a postacujici.

E
Obr. 2: Regeni tlohy (reference: https://www.geogebra.org/m/zrazju2q)

Zamyslime-li se totiz nad tlohou pozornéji a oznacime-li pruasecik
uhlopficek ¢tverce Co pismenem H, vidime ihned, ze trojuhelnik BHC
je pravouhly (viz obr. 2) a Pythagorova véta nam dava odpovéd

|BC|? = 5% 4 122 = 169, a tedy |BC| = 13.

Tento postup nam téz usnadni zodpovédét zcela pfirozenou otazku,
pro¢ jsou zadany pro usecky |GC| a |EG| délky 7 a 10?7 Vidime totiz
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MATEMATIKA

ihned, Ze tyto hodnoty mohou byt zcela libovolna nezaporné realna ¢isla
z a y. Oznacime-li stranu ¢étverce C; pismenem a, dostavame

2
S RO R
a (Jc+2 +2 a:+a:y+2.
Navic vidime, Ze velikosti thld spliwji rovnosti [XDBF| = |[<<CBE|
a [XBFD| = |[XBEC|, a tedy RKGDB| = |[XECB|, tj. trojuhelniky
BFD a BEC jsou podobné. Body F, G a D tedy lezi na pfimce. Laskavy
¢tenar jisté dokaze doplnit dalsi trojiuhelniky z obr. 2, které jsou podobné
ABFD.
Vratme se nyni k hlavnimu tématu tohoto ¢lanku, ktery je nazna-
Cen v jeho titulu a inspirovan prispévkem [I]. Ulohou je popsat situaci
zndzornénou na obr. 3.

C

A U GU P ¢ip “WWaH B

Obr. 3: Dva ¢tverce umisténé v trojuhelniku
Zde jsou v daném (libovolném) trojihelniku ABC umistény dva ¢tver-
ce DEFG a DHKL. Pfipomenime, Ze ¢tvercem umisténym v trojuhel-

niku ABC rozumime ¢tverec, jehoZ jedna strana lezi na jedné ze stran
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trojuhelnika (a tou bude pfevazné strana AB) a alespon jeden z dvou
zbylych vrcholi lezi na dalsi strané trojihelnfku.

Poloha dvojice ¢tvercii je uréena volbou bodu D. Vrcholy F a K (a
tim strany trojuhelnikil) jsou potom priseciky stran trojihelniku ABC
a useCek (thlopficek) DF a DK svirajicich se stranou AB thel 45°.
Extrémni pripady nastavaji, kdyz ¢tverec DEFG nebo ¢tverec DHKL
zaujme pozici vepsaného ¢tverce Uy Vi M1 Ny (viz obr. 4 naznacujici téz
piislusnou konstrukei). Vrcholy Uy a V; uréuji tisecku, ktera je definuji-
cim oborem pro volbu bodu D.

Zvlagtnim piipadem je téz situace, kdy vepsané ¢tverce jsou shodné
(viz obr. 5 opét naznacujici pFislusnou konstrukei).

Ay

?.\ __________________________
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1 \\
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1

1

1
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-/

A Ly U, Cy Vi LaB A Uz P Ci Vo B

Obr. 4 Obr. 5

Ctverec U,V My Ny vepsany do trojihelniku ABC si zaslouzi zvlastni
pozornost. TTi konstrukce tohoto ¢tverce ilustruje obr. 6. Prvni, vyuzitim
pomocného étverce UV M N a podobnosti trojuhelniki AV M a AV My,
je zcela ziejmé. Nejvhodnéjsi je konstrukce vyuzivajici podobnosti troj-
thelnikt CEsFy a C'U;Vy. Odtud dostavame vyjadieni

|AB||CC|
UVi| =|UiN| = —/————F— 1
|UrVa| = [Ui V1| TAB[+CCh| (1)
a zahy, vyuzitim podobnosti trojiuhelnika AU Ny a AC:C,
|ABJ|AC,|
AU | = ———————. 2
|AU | AB[+CCh| (2)
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Tteti konstrukei naznacenou na obr. 6, vyuzivajici podobnosti troj-
thelnika Fy F1C; a Ay B1C5, ponechavame za tlohu popsat ¢tenéfi.

A1 Bl

|AE:| = |AE;| = |AB|

|UrVi| = Ui Ny | =

_ |AB||ccy)
[ABI+]CCH]

A E» Cs Fy Bs
Obr. 6: TTi konstrukce ¢tverce Ui V1 M1 Ny
Ozna¢me |AB| = ¢, |CCy| = h, |AC1| = 1, |BCy| = ¢ a |AD| = d.
Aplikaci vzorce (1) na pravouhly trojiuhelnik AUy Ny (obr. 4) dostavame

|K1La| = |Ly UL | = (04—]:)0(12%
Stejnym zptsobem odvodime, Ze
ceah
(c+h)(cz+h)
Vratme se nyni k obr. 3. Zde strana GD ¢&tverce DEFG spliiuje
dh

Dl =g =
|G | 51 c+h

|[KaLo| = [LoV1| =
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a strana DH ¢tverce DHKL

(c—d)h
DH| =59 = ——.
| | 52 Co +h

Prvni vztah plyne z podobnosti trojihelnika AGF a AC;C, druhy vztah
uzitim podobnosti trojahelnikt BKH a BCC}.
Ctverce DEFG a DHK L jsou shodné pro s; = so, tj. pro d spliujici

d(ca + h) = (c—d)(c1 + h),
neboli
~cler+h)
 c+2h
Soucet jejich obsahd, tj. obsah obdélniku Us Vo Ms Ny, se rovna

o< 2.
c+2h

Soucet X(d) = s? + s3 obsahit ¢étverci DEFG a DHKL je kvad-
ratickou funkci d, a tedy uZitim Al-Chorezmiho metody ,,doplnéni na
¢tverec snadno najdeme hodnotu d, pro niz méa tato funkce extrémni
(zde minimalni) hodnotu:

L Gt
G+ )2 (et h)?
=w [d*(ca + h)* + (1 + h)* — 2cd(c1 + h)? + d*(c1 + h)?],

£(d) =

kde
h2
CEROECEIOE
Definujme
w, =w [(c1 +h)* + (c2 + h)?].
Potom

X(d) = w. {dQ - Qd( cler + h)? 2(c1 + h)? }

c1+h)2+(ca+h)? (1 +h)2+ (ca+ h)?

N R CE RO P e+ h)2(ea+ h)?
o [(d (c1+h)?+ (2 + h)2> e n 4 (et h)2]2] '
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Tedy pro
c(er + h)?
N (c1+h)? 4 (c2 + h)?
mé soucet obsahi ¢tverci minimalni hodnotu
(e1+h)*(ca+h)? c2h?
"+ R+ (2 + R (et )24 (e )

Ye=w

Ctenaii doporuc¢ujeme uzit tuto metodu k vypoc¢tu minimalni hodnoty

souctu obsahii v jednodussich pfipadech rovnoramenného (c; = §) a
rovnostranného trojihelniku (¢; = § a h = <42); viz obr. 7 a 8.
C
C
N1 Ml
M,
N
i K
AT

L -
A UGUp Ci D ViVaH B A U2GU; Ci D VWWoH B
Obr. 7 Obr. 8

V zavéretné Casti ¢lanku nahradime ¢tverce dvéma podobnymi ob-
délniky. Pomér délek jejich stran oznac¢ime pismenem t. To je uz zazna-
menéno v obr. 9, ktery zobeciiuje predchozi obrazky 3, 4, 5 a 6. Obdél-
Ilﬂ(y ABYX, U1V1M1N1, f)CQZVQUvg7 PQMQ‘/Q, UlHlKlLla ‘/1H2K2L2,
AFE>F3B, DEFG a DRST jsou v8echny podobné. Jsou spjaty s podob-
nosti trojuhelniki AE>C a N1U,C, trojuhelnikia EsFoC' a U V1 C, troj-
thelnika ALlKl, AUQNQ, AU1N1 a AClC, trojﬁhelnikﬁ AUlHl, ADE,
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APQ a AViM;. Stejnym zpusobem jsou podobnosti spjaty trojihelniky
BKyLy, BMsVy, BSR, BM1V; a BCC1, a koneéné téz trojuhelniky
BH,Vy, BQP, BTD a BN,U;.
Z

[

Obr. 9: Dva podobné obdélniky v trojihelniku

Zminéné podobnosti trojihelnika vyuzijeme k odvozeni nasledujicich
vzorcu, kde m =tc+ h, my =tcy + h a mg = tcy + h:

ch tch tee
Ui = =, |[UiNi|=—, |AUj|="=, |BVi|=—2.
m m m m
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teerh t2ceih t2ec?
LUy = ——, |LiKi|= ———, |ALj|=—1.
mmaq mmgq mmi
teeah t2ceoh t2cc?
|LoVi| = = | Lo Ko| = = |BLy| = 2
mmso mmso mims

Abychom uré¢ili rozméry obdélniku Us Vo Ms Ny a vzdalenosti vrchola
Uy a Vo od A a B, pouZijeme predchozi vzorce tykajici se U Vi M1 Ny,
nyni pro obdélnik, jehoz pomér stran je % Tedy, piseme-li tc+ 2h = my,

2ch tch
|UsVa| = —, |UaNa| = |PQ| = —,
mo m

t t
AU, = S |BYy| = 2,
mo mo

Dale
AP =™ 4 |Bp| =92
mo mo

Zde si uvédomime, ze k vypoc¢tu téchto hodnot nalezneme v obr. 9 ce-
lou fadu moZnosti. P¥ikladem muZe byt podobnost trojuhelnika AU Hy,
ADE, APQ a AViM;, nebo BViHy, BPQ, BDT a BU;N;. Takové
vztahy mohou téz poslouzit k ovéfovani spravnosti obdrzenych vzorct.

Nyni se kone¢né dostavame k obecnému vnofeni obdélniki GDEF a
DRST daném volbou bodu D, |AD| = d. Ozna¢me dale s; = |GD| a
sg = |DR|. Tedy |DE| = t|GD| = ts1 a |RS| = t|DR| = ts3. Podobnost
trojuhelniki BN1U; a BT D vede k rovnosti

t(c—d)h
DT = |RS| = =D
ma
a tedy
—d)h
So9 = 7(6 ) .
ma
Podobné
dh
§1 = —.
my
Navic
tend t —d
g = fad gy < tele=d)
mq ma
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Soucet obsaht obou obdélnikt je funkei vzdéalenosti d (jejiz hodnota
spliiuje podminku |AU;| < d < |AV])

Eh (e — d)*h?
m@:w?m£=t< g Gl ),

my my
tj.
th?(m?2 + m2 m? m?
m@:AJ—;led%ﬁm st | =
mim; my +mj mi +msj
th?(m? 4+ m3) cm? 2 cAmi c2m?
= 2.2 d——5 2 - 2 e T2 2
mim; mi +ms; (mi +ms3) my +mj
Pro
2
goemi
T m2 4 m2

ma tedy soucet obsahtt minimélni hodnotu

tch?
B
Nyni mtzeme tyto podminky piepsat pro specialni pripady rovnoramen-
ného ¢i rovnostranného trojihelniku. Napf. pro dva ¢tverce v pravoihlém
rovnoramenném trojihelniku mame

(&

dmin = 5

a 2

C
Emin = §

Zavérem poznamenejme, ze C¢lanek poskytuje pro ¢tenare celou fadu
souvisejicich tloh. Formulujme jednu, kterou naznacuje obr. 10.
Vyuzitim predeslych vypoc¢tt postupné dostavame

tch tch? tch?
N = L No| = Nyl =
|Up N1 | e h |Ua Ny | et h)? |U3 N3| e+ B
ch ch? ch?
|U1V1\—tc+h, |U2V2|—ma |U3V3|—ma
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Uy Ni||Ux V| vepsa-

a tedy soucet stran |UyNg|, stran |Uy V| a obsaht
nych obdélniki je

) h k 00 h k h
kz_:ltc<tc+h> =h Zc(tc+h) A

k=1
o) 2k
9 h ch?
E tc = .
tc+h tc+ 2h
k=1
c
N, P
Fan
SUsi b
N3 / ; \ M3
AUg !l iCaY
/ N \
S m Y
Ny Usl” 5 C3\Va\ M
A R v
J Vo
[ \
[ A
[ \
I )
/ i \
/ u \
N1 U2 . 4 CQ j VQ M1
/ ! H \
! 1 i \
1 i \
! I ‘I
1 1 \
[ \
Vo \
1 l’ \I
[ \
1 ’ v
[ \
[ \
o v
vy \
' \
:,:
; v |
A U, Ch Vi B

Obr. 10: Posloupnost obdélniktt umisténych v trojuhelniku
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