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MATEMATIKA

Rozménovani penéz pomoci geometrie

Krystof Sedldcek, Gymndzium FEvolution, Praha

Abstrakt. V matematice se Casto stava, Ze se véta z jednoho oboru pouZije
na dikaz tvrzeni, které pochéazi iplné z jiné ¢asti matematiky. V tomto ¢lanku
si ukazeme piiklad pravé jednoho takového propojeni dvou obori, které vede
ke krasnému vzorci, ktery se vim muze tfeba hodit pfi ndkupu ve vecerce.

Pickav vzorec
Abychom mohli spravné pochopit Pickiiv vzorec, musime prvné védét,

co je to bodova mifz. Bodova miiz v R? je mnozina celoéiselnych line-
arnich kombinaci dvou bodu (zi), (72 ), které nelezi na stejné pifmece,

tj.
a o +b n , a,belZy.
x2 Y2

Mo

Nejjednodussi piiklad takové miize je Z2, kde

(-6 €)-0)

Véta 1 (Pickiv vzorec [2]). Obsah jakéhokoliv jednoduchého mnoho-
thelnikd”’| s vrcholy na obecné bodové miiZi je urcéen rovnosti

S:A<I+§—1>,

kde A je obsah jednoho pole miiZe, I je pocet mviZovych bodi leZicich

uvniti mnohothelniku a B je pocet miiZovijch bodu leZicich na strandch
mnohoihelniku.

Piiklad 1. VyzkouSejme nyni Pickiiv vzorec na mnohothelniku z obr.
Hlavni poznatek, ktery nam pomtze problém vyftesit, je ten, Ze dany
mnohothelnik neobsahuje zddné vnitini miizové body, tedy I = 0. Dale

1) Jednoduchy mnohothelnik je takovy mnohotihelnik, ve kterém se 7adné strany
navzajem neprotinaji.

Roénik 99 (2024), &islo 2 33



MATEMATIKA

si uvédomme, ze naopak kazdy z miizovych bodi nalezicich obdélniku
15 x 27 lezi na strané tohoto mnohothelniku, a tedy B = 16 - 28. Nyni
dosadime do Pickova vzorce. Se znalosti toho, Ze obsah jednoho pole
miize je v tomto pfipadé 1, dostavame

S:1<0+$—1>:223.

0 7 8 £l 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

Obr. 1: Priklad mnohouhelniku, pro ktery pouziti Pickova vzorce velmi zjed-
nodusi praci pfi zjistovani obsahu

Jak mizeme vidét, Picktiv vzorec ndm pomohl s vypoctem obsahu pa-
radoxné ,nejednoduchého“jednoduchého mnohotiihelnfku. Tento geome-
tricky vzorec ma navic spoustu leckdy neéekanych vyuziti. Uved me nyni
problém z kombinatoriky, ktery je zobecnénou verzi problému z ¢lanku
[1], na jehoZz vyfeseni pouZijeme pravé Pickiv vzorec.

Rozmeénovani penéz

Predpokladejme, Ze mame neomezeny pocet minci se tfemi riznymi
celoCiselnymi hodnotami ni, ny, ng. Chceme zaplatit nenulovou celou
castku C| ktera je délitelnd vemi tiemi hodnotami minci. Kolika zpusoby
lze s témito mincemi zaplatit ¢astku C'?

Necht z, y, z uréuji poCty minci s hodnotami ni, ns, ng v tomto
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MATEMATIKA

poradi. VSechna nezaporna celo¢iselna feSeni (z,y, z) rovnice
xny +yng + zng = C

budou pak vSechny mozné kombinace, kterymi mizeme ¢astku C za-
7

platit. Problém miizeme pfevést na dlohu pro dvé nezndmé s jednim

parametrem tpravou rovnice na tvar

rn] +yng = | — — z | ng,
ng

kde (% fz) miize byt jakékoliv celé ¢islo k z intervalu (0, n%) Staci tedy
najit nezaporné feSeni (z,y) rovnice xny + yne = kns pro kazdé k € Z,
0<k< 7%7 a poté dopocitat z ze vztahu n% —z=k.

Obsah pole mtize
Uvazujme diofantické rovnic

xny +yne = kng pro k € Z. (1)

Oznatme M mnoZinu bodi (3) € Z2%, kde (z,y) Fesi nekterou z rov-

nic (I). V nésledujicim textu vysvétlime, ze M je mriz.

Véta 2 (Bézoutova). Pro a,b,c € Z plati, Ze rovnice ax + by = ¢ md
celociselnd teseni (x,y) prdavé tehdy, pokud nsd(a,b) déli pravou stranu
c beze zbytku Navic pokud (xo,y0) je jedno Tesend, jsou pak vSechna
resent ve tvaru

a

b
(Zol,y0+ld

pi >, kdel € Z a d =nsd(a,b).

Priiklad 2. Pro lepsi predstavu o tom, jak funguje Bézoutova véta, si
zkusme najit vSechna celoéiselna FeSeni (x,y) diofantické rovnice
4z + 6y = 18.

Nejprve si viimnéme, Ze 2 = nsd(4,6) | 18, coz znamen4, Ze rovnice ma
celoCiselné FeSeni. Uvédomme si také, Ze (0,3) je jednim z nich. Bézou-
tova véta tedy fika, Ze v8echna celociselna feSeni budou tvaru

6 4
(o —15.3+ 12> = (=31,3+20), kdeleZ.

2) Polynomiélni rovnice, kde Yeseni hledame pouze v oboru celych &sel.
3)Piseme nsd(a,b) | c.
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Nyni muzeme dosazenim vyzkouSet, zda ziskané feSeni opravdu funguji
pro jakoukoliv celoé¢iselnou hodnotu [.

4(=31) + 6(3 +21) = 18.

o —na/d
det (yg gk ) = ng/D

—ng/d :Eo—nz/d
(i) (nerrd)
n3/D

(©) (vo)

Obr. 2: Transformace mfize

Vratme se k pfipadu , kde musi nutné platit nsd(nq, ng) | kng. Dale
je zfejmé, Ze plati nsd(ny, ne) | knsd(ny, ns). Tyto dva postiehy mizeme
po kratkém zamysleni spojit do vztahu

nsd(ny,nz) | nsd(kns, knsd(ni,ne)). (2)

Z definice nejvétsiho spole¢ného délitele evidentné plati

nsd(kns, knsd(ni,n2)) = knsd(ng,nsd(ny,ng)) = knsd(ny, ng, n3).
ZapiSme nyni vztah jako rovnost

knsd(ni,ne,ng) = mnsd(ny,ny) pro néjaké m € Z.

Nyni miizeme vyjadfit k a dostavame

e (3)

nsd(ny, na,n3)’
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Dostali jsme, Ze pravé pro k tvaru ma rovnice celoc¢iselné Feendi.
Pro zjednoduSeni ozna¢me

nsd(ni,n2) =d, nsd(ni,ng,ng) = D.

Dosazenim vyjadfeni do rovnice (|1)) ziskame

d
rni + Yyng = mﬁng.
Dale uvazujme (z9, yo ), ktera splituji rovnost (podle Bézoutovy véty exis-
tuji)
Toni + Yona = Dl

Pak je zfejmé, Ze bude platit i rovnost

d
(mxo)ni + (myo)ng = M.
Podle Bézoutovy véty budou tedy vSechna celoc¢iseln feSeni rovnic
ve tvaru

(mxg — l%,myo + Z%) prol € Z.

Tudiz i vS8echny body z mnoziny M budou ve tvaru

(o) =)+ ()

Tudiz M je opravdu miiz. Maticové lze body z M zapsat jako

z) _ [0 —Z m

Yy Yo F l
Body ('), kde m, 1 € 7Z, popisuji zakladni &tvercovou bodovou miiz 7>
_ny
s obsahem jednoho pole 1. Matice (z: ni ) je matici linearni transfor-

d
mace bodt (') ze Z? na body () z m¥ize M, a tedy nasobek, o ktery

se zvétsi obsah jednoho pole mfize, bude

ot 70 ) = Lo tyone
Yo 4 d
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étenéf, ktery nevi, ze obsah rovnobézniku odpovida determinantu, miize
obsah pole spocitat jinym zpiisobem (viz obr. [2]). Z rovnosti

Ton1 + Yong = 5”3

dostaneme
Toni + Yonz _ N3

d D
Obsah jednoho pole miize M je tedy roven ns/D.

Mrizové body na stranach trojuhelniku

Abychom mohli pouZit Pickiv vzorec, nyni pro zménu uvazujme troj-
thelnik XY Z lezici na nasi bodové mrizi M, jehoz vrcholy jsou po fadé

RO NONG)

Trojuhelnik jsme si vybrali pravé tak, aby soufadnice bodi (3 ) v troji-
helniku byly po ¥adé z omezenych intervali (0,C/n1) a (0,C/ng), pro-
toze nechceme mit zaporny pocet minci. Lze si tedy v8imnout, Ze sou-
fadnice vSech miizovych bodi lezicich uvnitf nebo na hranach tohoto
trojuhelniku budou pfesné viechna celo¢iselnd nezaporné feseni (z,y)
rovnice xny +yne = kng prok € Z, 0 < k < n% (viz obr. .

Vypoctéme nyni pocet téchto miizovych bodu lezicich na stranéch
trojthelniku, ktery si oznacime B:

B =B, + B, + B,

kde o
B, je pocet bodu trojihelniku, kde y = 0, kromé vrcholu (? )
B, je pocet bodi trojuhelniku, kde 2 = 0, kromé vrcholu ().
B. je pocet bodi trojuhelniku, kde xni +yns = C, kromé vrcholu ( % ) .

Pro prvni skupinu bodu plati xn; = kns, tj.

ns3

—, k .
* nsd(nn,mg)” de k, e NU{0}

Ze zfejmé nerovnosti 0 < x < T% dostavame

0<k "3

—ny < C
“nsd(ny,ng) ’
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tedy
0<k < Cnsd(nl,ng)'
ninsg

Proto muZe k, nabyvat jen celoéiselnych hodnot z <O7 %), a
tedy
~ Cnsd(ng,n3)

B, =——7—--.
ninsg
Poznamenejme, Ze celodiselnost %2’"3) plyne z piedpokladu n; | C
ang|C.
Yy

C/’ﬂg

L
2

=@

.
0 1 [

3 5

7L

Obr. 3: Priklad trojuhelniku XY Z pro vybrané hodnoty C' = 60, n; = 10,
ng = 6 a ns = 4
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Pro By lze pouzit obdobny argument a dostavame

_ Cnsd(ng, n3)

Y nang .

B

Pro t¥eti skupinu bodu plati, Ze zn; + yny = C. Pouzijeme opét Bézou-
tovu vétu. Jednim FeSenim je zjevné (xo,yo) = (T%,O) neboli v8echna
feSeni budou ve tvaru

KA S By F—.
ny “nsd(ny,n9)’ “nsd(ng,ng) )

Obé slozky TeSeni musi byt nezdporné, x musi byt dokonce kladné, a
proto k. > 0 a zaroven k. < W TudiZ k. nabyva jen celoéisel-
Cnsd(nins)

) , COZ znamena
ning

nych hodnot z intervalu <O,

BC _ Cnsd(nl, TLQ) .
ning

Zavérem dostavame, Ze pocet bodu na stranach trojihelniku je roven

C'nsd : C nsd(ng, n: C'nsd(nq,
g gus (n1,n3) L, Cns (no2,n3) 4 Cns (nq 77,2).
nins Nons nino

Propojeni vieho pomoci Pickova vzorce

Pouzijeme nyni Picktv vzorec na trojihelnik XY Z lezici na nasi miizi
s obsahem jednoho pole .

Obsah trojuhelniku bude roven

02

2n1n2 '

1
§|XZ||YZ|:

7 Pickova vzorce tedy dostavame

_c? — % (I+B 1 (Cnsd(nhn?,) + C nsd(ng,n3) + Cnsd(nl,n2)> _ 1) )

2n1n2 5 nins nans ning

Odtud mizeme vyjadrit B + I:

B+1= C? nsd(ny,na,n3) + Cnsd(ni,ns) + C nsd(ng,n3) + C nsd(ny,n2) +1.

2711712713 277,1713 2TL277,3 27’L1’I’L2
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Tato rovnice uréuje pocet viech m¥izovych bodu miize M (viz ) le-
zicich uvnitf nebo na hranach trojuhelntku XY Z. To v8ak ale zaroveii
znamena, Ze se tato hodnota rovna vSem nezéapornym feSenim rovnice
xny +yng = kng pro 0 < k < n% Neboli pocet vech moznych kombi-
naci, kterymi mtazeme zaplatit ¢astku C' tfemi mincemi s hodnotami nq,
No, N3, je roven

C? nsd(nq,na,n3) N Cnsd(nq,n3) n C'nsd(ng,n3) N Cnsd(ni,ns)

+1.
2711712713 27117’L3 27’L2’I7,3 277,1712

(4)

Priiklad 3. Zkusme nyni pouzit tento vzorec na piiklad z obr. [3| tedy
pro hodnoty C' = 60, n; = 10, ny = 6 a ng = 4. Muzete si sami spocitat,
kolik je na obrazku mfiZzovych bodi lezicich uvnitf nebo na stranach
trojuhelniku, a nebo mizete vérit, ze jich je 21. Dosadme nyni hodnoty
do vzorce a uvidime, jestli to vyjde.

3600 - 2 n 60 -2 n 60 - 2 n 60 - 2 n
2-10-6-4 2-10-4 2-6-4 2-10-6

1=21.

Pristé az si budete ve veCerce kupovat néjaky chlazeny napoj, ktery
stoji presné 60 korun, a budete mit u sebe velky pocet smyslenych 4, 6
a 10 korunovych minci, tak vézte, Ze mate pfesné 21 zpiisobi, jak napoj
zaplatit.
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