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ZAKLADNI PRINCIPY BAYESOVSKYCH METOD

FRANTISEK MOSNA

Dulezity pojem v poc¢tu pravdépodobnosti predstavuje tzv. pod-
minéné pravdépodobnost a vztahy, které se nazyvaji véta o uplné
pravdépodobnosti a Bayestv vzorec. Zakladni myslenky o téchto
poznatcich pochézeji od Thomase Bayese.! Vyznamny francouz-
sky matematik a fyzik Pierre-Simon Laplace,? ktery polozil pevné
zéklady poc¢tu pravdépodobnosti, navazal na mnoho matematika
(zejména na Jacoba Bernoulliho, Abrahama de Moivre) a také
znovu objevil Bayesovy myslenky o podminéné pravdépodobnosti
a systematicky je rozpracoval.?

IThomas Bayes (1701-1761) studoval logiku a teologii v Edinburghu. Stal
se presbyteridnskym duchovnim v Tunbridge a kromé toho byl vynikajicim
matematikem. V jeho dile a pozustalosti se objevuji vedle tivah nabozenskych
také vahy matematické (o pravdépodobnosti a fadach). Nejvyznacnéjsi jeho
spis o pravdépodobnosti je An essay towards solving a problem in the doctrine
of chances, ktery vySel v redakci velsského filosofa a matematika Richarda
Price dva roky po Bayesové smrti.

2Pierre-Simon Laplace (1749-1827) vykazoval neobycejné matematické na-
déani uz jako dité. Zprvu studoval vojenskou skolu, pak jeho genialitu roz-
poznal sdm d’Alembert a pfijal ho mezi své zaky. Shrnul a zavrsil avahy
o pravdépodobnosti ve svych spisech Essai philosophique sur les probabilités
(1814) a Théorie analytique des probabilités (1812, 1820). Kromé poctu prav-
dépodobnosti patfily do okruhu jeho zajmi téZz metody matematické analyzy,
algebry, fyziky a zejména astronomie. Ve svém pétisvazkovém dile Mécanique
céleste (1798-1825) vyvinul novou metodu vypoétu pohybu planet a podal
teorii vzniku a vysvétleni stability Slunec¢ni soustavy. Jakozto pfiznivec Napo-
leona byl obc¢an Laplace jmenovan ministrem vnitra, ¢lenem senétu a ziskal
titul hrabé. Po padu cisafe se pragmaticky pfidal na stranu Ludvika XVIII.
a byl povysen na markyze.

30 Bayesovych myslenkach se Laplace zmifiuje ve t¥etim vydani svého dila
Théorie analytique des probabilités z roku 1820 (Macak, 1997).



42 FRANTISEK MOSNA

Podminéna pravdépodobnost, véta o iplné prav-
dépodobnosti a Bayesuv vzorec

Princip podminéné pravdépodobnosti by mél byt dobie zndm ab-
solventim stfednich a vysokych Skol. Pfesto si tento pojem pfi-
blizime pomoci jednoduché tvahy.

Jeden student (Petr) hodi hraci kostkou, vysledek skryje ru-
kou a vyzve svého kamarada (DuSana), aby hadal, jestli padlo
¢islo sudé (jev A). Ten se snazi vyjadfit pravdépodobnost to-
hoto jevu pomoci klasické definice. ProtoZe pocet sudych cisel
mezi jednickou a Sestkou je roven tfem a pocet vSech moznosti
je Sest, vypocita Dusan tuto pravdépodobnost jako pfislusny po-

mér P(A) =3 = 3.

Obr. 1: Hod kostkou

Pokud Petr navic sdéli, ze v tomto hodu padlo ¢islo vétsi nez 3
(jev B), pocet vSech moZnosti je tentokrdt omezen pouze na tii
a mezi nimi jsou dvé sudd éisla (jak vidime z obrazku 1). Na
zékladé stejné uvahy dostavame nyni pravdépodobnost padnuti

sudého dcisla % Podminénou pravdépodobnost jevu A za pod-
minky, Ze nastal jev B, lze pro P(B) # 0 zavést vztahem
P(ANB)
P(AB) = ———=. 1

Ptivodni pravdépodobnost P(A) nazyvame pravdépodobnosti
apriorni a podminénou pravdépodobnost P(A|B) pravdépodob-
nosti aposteriornd.

Jednoduché tvahy o podminéné pravdépodobnosti vedou ke
dvéma zdkladnim vztahtim, jez nazyvame véta (nebo vzorec)
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o uplné pravdépodobnosti a Bayesova véta (nebo Bayestiv vzo-
rec).

Predpokladejme, Ze pro mnozinu vSech vysledku € je dan roz-
klad na dvé casti, tedy ze mame jeji dvé podmnoziny By a Bs,
které ji pokryvaji (B1UBs = Q) a jsou neslucitelné (B; N By = (),
necht navic P(B;) # 0, P(Bz) # 0. Pro ndhodny jev A C Q plati
dveé rovnosti:

1. vzorec o tiplné pravdépodobnosti*

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|Bz) - P(B2)  (2)
2. Bayesuv vzorec (pro P(A) #0)

A|By) - P(B1)

P(B,|4) = 21

a podobny vzorec pro P(Bs|A) (Calda & Dupaé, 2000, s. 124;
Mosna, 2017, s. 11; Robové et al., 2013, s. 137, 140; Zvéara & Sté-
pan, 2006, s. 28-29).

Odvozeni téchto tvrzeni jsou jednoduchd, nizorna a vychazi
pfimo z definice podminéné pravdépodobnosti (1), staci si pouze
uvédomit, Ze s jevy pracujeme jako s mnozinami (viz obr. 2).

Q

Bl Bz
Obr. 2: K vété o tuplné pravdépodobnosti

Oba vzorce lze zobecnit pro vice nez dva jevy, plati téz pro
konec¢né nebo spocetné rozklady €2 na jevy Bi, Bo, ...

Nyni si ukdzeme princip téchto formuli na velice jednoduché
uloze.

4Vzorec piipomina néco jako ,smésovaci pravidlo pro koncentraci smési &i
roztoku®, s ¢imz se studenti setkavaji v chemii.
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Uloha 1. V krabici jsou umistény dvé kostky B; a By. Prvni
z nich B; mé ¢tyfi stény cerné a dvé bilé, zatimco druhd B, ma
tii stény Gerné a tii bilé (jak vidime na obrazku 3). Vylosujeme
jednu z téchto kostek a tou hodime.
a) Jakd je pravdépodobnost, Ze padne ¢ernd sténa?
b) Jestlize pfi realizaci tohoto ndhodného pokusu padla éerna
sténa, jaka je pravdépodobnost, ze byla vylosovana kost-
ka Bl?

Obr. 3: Kostky, k tloze 1

Reseni. Oznadime jevy

B; = [byla vylosovéna kostka Bj],

B; = [byla vylosovéna kostka Bs],

A = [padla ¢ernd sténa).

Losovani probéhlo ze dvou moznosti a podle tzv. principu
indiference® neni divod, pro¢ by jedna z nich méla byt upied-
nostnovana. Pravdépodobnosti jevii By a By proto polozime rovny
P(By) = P(B) = 1.

Pravdépodobnost padnuti ¢erné stény lze vypocitat v zavis-
losti na tom, jakd kostka byla vylosovana. Uzijeme podminéné
pravdépodobnosti. V pfipadé kostky By bude pfislusnad pravdeé-
podobnost jevu A rovna P(A|B;) = %, v pripadé kostky Bs bude
piislusna pravdépodobnost jevu A rovna P(A|Bs) = 1.

Jestlize néds v otdzce a) zajima celkova pravdépodobnost pad-
nuti ¢erné stény, vyuZijeme vétu o tplné pravdépodobnosti (2)

5Princip indiference (Principle of Indifference) je formulovan napiiklad
v Keynesové knize A Treatise of Probability z roku 1921, ale jeho myslenky
pochazeji od G. W. Leibnize, Jacoba Bernoulliho a zejména P. S. Laplace;
nékdy byva také oznacovéan jako Principle of Insufficcient Reason (vice uvadi
napf. Marinoff, 1994).
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a odtud vypocitame

2 1 n 11 7

32 22 12
Odpovéd na druhou otédzku b) ndm poskytne Bayesiiv vzo-

rec (3). Pravdépodobnost toho, Ze bylo hézeno prvni kostkou By,

kdyz padla cerna sténa, lze vyjadrit jako podminénou pravdépo-

dobnost

P(A) = P(A|B1)- P(B1) + P(A|By) - P(Bz) =

PUsA) = P < E

Tim je tloha vyfeSena.

V uvedeném piikladu jsme nejprve usuzovali, Ze (apriorni)
pravdépodobnost vylosovani By a Bs jsou stejné a rovné % Na za-
kladé toho, ze na vylosované kostce padla ¢ernd sténa (jev A), jsme
upravili (aposteriorni) pravdépodobnost vylosovani kostky Bj
na % a kostky Bs na % Ta prvni je vétsi nez % a druha naopak
mensi, coz odpovidé intuitivni pfedstavé, nebof na té prvni je vétsi
pomér Cernych stén nez na té druhé.

Vétu o tuplné pravdépodobnosti a Bayesovu vétu lze formulo-
vat také pro ndhodné veli¢iny. Zacneme s ndhodnymi veli¢inami
s diskrétnim rozdélenim. Pro ndhodny jev A C 2, P(A) # 0, a né-
hodnou veli¢inu s diskrétnim rozdélenim s hodnotami x;, = k =
= 1,2,...,n a pfislusnymi pravdépodobnostmi pr = P(X = k)
plati

P(A)=) P(AIX =k) p (4)
k=1

P(AIX = k) - pr
P(X =Ek|A) = ) . (5)
Tyto vzorce plati také pro ndhodné veli¢iny se spojitym rozdéle-
nim.

Pro ndhodny jev A C Q, P(A) # 0, a ndhodnou veli¢inu se
spojitym rozdélenim s hustotou pravdépodobnosti fx plati

P4 = [ PAX = 0x(0) ar (6)
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P(AIX =p)- fx(p)
B1A) = (7)

Ixjalp) =

Kdyz si vzorce pozorné prohlédneme, lze nahlédnout, ze for-
mule (4) a (6) souviseji se vzorcem (2) a podobné formule (5)
a (7) odpovidaji vzorci (3). Je zde také patrné, Ze ve spojitém
pfipadé jsou soucty nahrazeny integraly a pravdépodobnosti hus-
totou pravdépodobnosti.

Ukazeme si nyni uziti uvedenych vztaha v nésledujicich pfi-
kladech.

Bayesovské postupy pro nahodné veli¢iny

Zakladni myslenky Bayesovskych postupt spocivaji v tom, Ze vy-
chazime z néjakého dosud znamého rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny a na zakladé empirickych vysledka pak toto roz-
déleni upravujeme. V nasledujici tloze 2 vyuzijeme uvedené for-
mule (4) a (5) pro ndhodny jev A C Q, P(A) # 0 a ndhodnou
veli¢inu s diskrétnim rozdélenim s hodnotami z, =k =1,2,...,n
a pravdépodobnostmi py = P[X = k].

Uloha 2. Vime, Ze v krabici je 6 kuliek ¢erné nebo bilé barvy.
Ctytikrat byla vylosovana jedna kulicka, pii¢emz byla vizdy vra-
cena do krabice zpét. Ve tiech pripadech byla vylosovana ku-
licka ¢ernd a v jednom bild. Zajima nés, kolik (a s jakou prav-
dépodobnosti) je v krabici kuli¢ek ¢ernych a kolik bilych. Jinymi
slovy, chtéli bychom zavést nahodnou veli¢inu Y popisujici, kolik
je v krabici ¢ernych kulicek, a chceme zjistit jeji rozdéleni pravdeé-
podobnosti. Neboli budeme pocitat pravdépodobnost, ze v krabici
je pravé k cernych kulicek.

Reseni. Ozna¢ime X nihodnou veli¢inu popisujici pocet cernych
kuli¢ek v krabici jesté pred tim, nez provedeme jakékoli losovani.
Na zac¢atku méme pouze informaci, ze v krabici jsou bilé a Cerné
kulicky a zZe jejich pocet je Sest. Moznosti pro celkovy pocet Cer-
nych kulicek jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5, nebo 6, dohromady 7 moznosti.
Nyni budeme aplikovat princip indiference. Nemame totiz dtvod,
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pro¢ by méla jedna moznost byt upfednostnovana pied ostatnimi.
Podle této ivahy budeme proto uvazovat pravdépodobnost vSech
7 moznosti za stejnou a rovnou % Hledana veli¢ina X bude naby-
vat hodnot z, = k = 0,1,2,3,4,5,6 s prisluSnymi pravdépodob-
nostmi p = % pro vsechna k. Takové rozdéleni pravdépodobnosti
nazyvame rovnomérné diskrétni, mizeme si ho znézornit graficky

(obrazek 4).

Obr. 4: Apriorni rozdéleni pravdépodobnosti, k tloze 2

Pravdépodobnosti jednotlivych moznosti pred realizaci loso-
vani nazyvame apriorni pravdépodobnosti.

Nyni obratme pozornost k situaci, kdy vylosujeme étyfikrat
jednu kulicku (vZdy vracime zpét). Zavedeme ndhodnou veli¢i-
nu S, kterd urcuje, kolikrat jsme pii téchto losovanich vytahli
¢ernou kulicku. Takova ndhodna veli¢ina nabyva hodnot 0, 1, 2, 3
a 4. Pravdépodobnost jednotlivych moznosti bude zaviset na tom,
kolik bylo celkové v krabici ¢ernych kulicek. Jestlize naptiklad byly
v krabici 2 ¢erné kulicky, pak pravdépodobnost, ze ¢ernou vylosu-
jeme ve vSech ¢tytfech pripadech, je (%)4. Nebo pravdépodobnost,
ze ¢ernou kuli¢ku vibec nevylosujeme, je (1 — %)4. Pravdépodob-
nost, ze vylosujeme celkem tfikrat ¢ernou a jednou bilou kulicku
vypocitdme podobné () - (%)3 . (%)1. Vipoéty vedou k tzv. bino-
mickému rozdéleni Bi (4; %) (Calda & Dupac, 2000, s. 115; Mosna,
2017, s. 42; Robové et al., 2013, s. 134; Zvara & Stépan, 2006,
s. 65). Rozdéleni veli¢iny S v jednotlivych pfipadech, neboli pod-
minéna pravdépodobnost veli¢iny S v zavislosti na veli¢iné X, je
déna vzorcem

rs-ax-n= () (2 (-

VypiSeme jednotlivé pravdépodobnosti do tabulky 1.



48 FRANTISEK MOSNA

Tab. 1: Podminéné pravdépodobnosti veli¢iny S za podminky X,

k tloze 2
P(S=s|X=k)|s=0| 1 2 3 4 | >
k=0 1 0 0 0 0 1
1 625 125 | 25 | 5 1 1
1296 324 216 324 1296
16 32 8 8 1
2 81 | st | 27 | 8T | 8T | 1L
1 1 3 1 1
3 6 | 4| s | 1| 16 |1
1 8 8 32 16
4 8T | 8T | 27 | 8T | st | 1L
5 1 5 25 125 625 1
1296 324 216 324 1296
6 0 0010 1|1

Nyni vypocitame pravdépodobnost toho, ze vylosujeme s Cer-
nych kuliek a uzijeme k tomu vétu o Gplné pravdépodobnosti (4).

Dostaneme:
6

P(S=s)=Y P(S=s|X=k) pp =
k

SO

o

pros =20
pros=1
pro s =2
pros =3
pro s =4

Zadani nasi tlohy nas vede k vypoc¢tu opacné podminéné prav-
dépodobnosti, tedy k podminéné pravdépodobnosti hodnot ve-
liciny X v zavislosti na veli¢iné S, coz nam umoznuje Bayesuv
vzorec (5). Vyjadiime podle ného aposteriorni pravdépodobnost:

P(S=s|X=k)-

Pk

P(X =k|S=3s)= P(S = 3)
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k)4

(g 27% pros=0

k(6—k)3 _

4 (EVS (1 _ kYL 371 pro s =1

_O@ =T el T
P(S=s) k3(265—9k)

371 pro s =3

% pro s =4

Vysledné pravdépodobnosti opét zapiseme souhrnné do ta-
bulky 2.

Tab. 2: Podminéné pravdépodobnosti veli¢iny X za podminky S,

k tloze 2
P(X=Ek|S=s)|s=0]| 1 2 3 4
_ 1296
k=0 357E 0 0 0 0
1 25 125 1 25 | 5 1
91 371 | 259 | 371 | 2275
2 256 128 | 64 | 32 16
2275 | 371 | 259 | 371 | 2275
3 81 | 81 | 81 | 81 | 81
2275 | 371 | 259 | 371 | 2275
4 16 | 32 | 64 | 128 | 256
2275 | 371 | 259 | 371 | 2275
5 1 5 | 25 | 125 256
2275 | 371 | 259 | 371 | 2275
625
6 0 0 0 0 | 557
> 1 1 1 1 1

Jestlize ¢erna kulicka byla vylosovana prave trikrat, s = 3, jak
je uvedeno v zadani tlohy, ndhodné veli¢ina Y, popisujici kolik
¢ernych kulicek bylo ptivodné v krabici, mé rozdéleni (odpovida-
jici t¥etimu sloupci v tabulce 2)

k3(6 — k)
PY=k=———.
( ) 371

Tim je tloha vyfesena a hledané rozdéleni je zndzornéno na ob-

razku 5. K vysledné ndhodné veli¢in€ jsme jesté vypocitali stfedni

hodnotu EY = 2T = 3.9.
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Obr. 5: Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti, k tloze 2

Nasledujici postupy budou technicky trosku komplikovanéjsi,
princip vsak ztstava podobny. Pro vypocty budeme potrebovat
dvé znamé integralni funkce. Uvedeme jejich definice a nékolik
vztahti. Funkci gama zavédime vzorcem I'(q) = [ t7 e dt
(tzv. Eulertv integral 2. druhu) a funkci beta vzorcem B(u,v) =
= fol t*=1(1 — t)v~1 dt (tzv. Euleritv integral 1. druhu). Funkce
gama m4 podobny pribéh jako faktorial, plati T'(m + 1) = ml.
Dale plati T’ (%) = /7 a souvislost obou funkei vyjadiuje pravidlo

B(u,v) = % (Mogna, 2017, s. 72).

Provedeme malou zménu piikladu 2 a ukazeme si princip baye-
sovskych postupt pro spojité rozdéleni. Opét vyuzijeme obé for-
mule, tentokrat pro ndhodny jev A C 2, P(A) # 0, a ndhodnou
veli¢inu se spojitym rozdélenim s hustotou pravdépodobnosti fx.

Uloha 3. Vime, Ze v krabici jsou kuli¢ky ¢erné a bilé barvy, ne-
vime vsak, kolik je kterych. Ctyfikrat byla vylosovana jedna ku-
licka, pricemz byla vzdy vracena do krabice zpét. Ve tfech pfi-
padech byla vylosovana kulicka ¢ernd a v jednom bild. Zavedte
nahodnou veli¢inu Y popisujici pomér cernych a vSech kulicek
v krabici.

Resend. Opét uvazujme, ze X je nadhodnd veli¢ina popisujici po-
mér Cernych a vSech kulicek v krabici jesté pred tim, nez z ni
bude provedeno losovani popsané v zadani ulohy 3. Takova ve-
licina bude nabyvat hodnot z intervalu (0;1). O poméru ¢ernych
a vSech kulicek v krabici nemame zadné informace. Opét se od-
kdZeme na princip indiference a uvazime, Ze neni duvod, proc¢
by mél byt néktery pomér upiednostnovan. Pravdépodobnost by
méla byt pro vSechny poméry stejné a jeji hustota bude rovna 1
na tomto intervalu a 0 jinde. Ndhodna veli¢ina X ma tzv. spojité
rovnomeérné rozdéleni, jehoz hustota je znazornéna na obrazku 6.
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fx

1
Obr. 6: Apriorni rozdéleni pravdépodobnosti, k tloze 3

Pravdépodobnost jednotlivych moznosti nazyvame opét aprio-
rni pravdépodobnost.

Podobné jako v predchozi tiloze nyni obratime pozornost k si-
tuaci, kdy vylosujeme ¢tytikrat kulicku (vzdy vracime zpét). Za-
vedeme nahodnou veli¢inu 5, kterd bude popisovat, kolikrat jsme
v téchto ctyfech tazich vylosovali ¢ernou. Takovad ndhodné ve-
li¢éina muze opét nabyvat hodnot 0, 1, 2, 3 a 4. Pravdépodobnost
jednotlivych moznosti bude zaviset na poméru ¢ernych a vsech ku-
licek a mtzeme ji opét pocitat na zakladé binomického rozdéleni
Bi(4,p). Pravdépodobnost hodnot veli¢iny S v zavislosti na ve-
liciné X je rovna

P(S =s|X =p) = (ﬁ)ps(l —-p)*".

Celkovou pravdépodobnost toho, ze vylosujeme s ¢ernych ku-
licek, vypocitdme podle véty o tiplné pravdépodobnosti (6):

P(S=s)= /OO P(S = s|X = t)fx(t) dt =

— 00

_ (;‘) /Olts(l s de = <2‘)B(s+1,5—s) -

_ @ I(s+ 1F)(~6F)(5 —5) _ (ﬁ) W 1

Pii vypoctech jsme uzili funkci gama, beta a prislusnych pravidel
uvedenych vyse.

K popisu nédhodné veli¢iny Y vyjadfujici pomér ¢ernych ku-
licek v zavislosti na vysledku provedeného pokusu nam poslouzi
Bayestuv vzorec (7). Podle ného vypoéitdme opaéné podminénou
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hustotu pravdépodobnosti — tzv. aposteriorni hustotu pravdépo-
dobnosti fy:

fy(p) = fx|(5=9(p) = P(S =s|X =p)- fx(p) _

P(S =s)
~ Opra-pr- fx(p)
- ; _
_ {mps(l —p)*~* prope (0;1)
0 jinde

Jestlize cerna kulicka byla vylosovana pravée trikrat, s = 3, jak
je uvedeno v zadani tlohy, ndhodnéa veli¢ina Y, popisujici pomér
¢ernych a vsech kuli¢ek v krabici, ma hustotu pravdépodobnosti:

~ J2023(1 —z) prox e (0;1)
frie) = {0 jinde

Tim je tloha vyfeSena, hustotu pravdépodobnosti hledaného
rozdéleni méme znazornénou na obrazku 7.6 Také k této ndhodné
veli¢iné mtzeme vypocitat stiedni hodnotu EY = % =0,67.

Y
fy

1

Obr. 7: Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti, k tloze 3

Vysledna rozdéleni veli¢iny Y v predchozich dvou tlohach nam
poskytuji moznost ¢init na zékladé jednotlivého empirického vy-
sledku zavéry o pavodnim poc¢tu nebo poméru cernych kulicek
v krabici v obecném piipadé.

Inferenéni (nebo téz indukéni) statistika uzivd k testovani
hypotéz pfevazné metody klasické a neparametrické. Prvni typ
testtl — klasické testy — vychazi z vlastnosti norméalniho rozdéleni.

6Takové rozdéleni se nazyva beta, znaéime B(s + 1,5 — s).
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Druhé skupina testil uziva vlastnosti tzv. poradovych statistik,
jako je napfiklad median. S rozvojem pocitacové techniky se kro-
mé téchto dvou typud ve stale vétsi mife uplatnuji metody nazy-
vané bayesovské. Zakladem téchto testi je pravé Bayestv vzorec
a postupy podobné tém, které jsme se snazili pfiblizit prostfed-
nictvim predchozich tloh.

Pravidlo naslednosti

Pravidlo ndslednosti” se zabyvé situaci, kdy uréity jev byl v celko-
vych n pokusech pozorovan pravé s krat. Tato formule odhaduje
pravdépodobnost toho, Ze tento jev nastane také v dalsim po-
kusu, podilem Zilz Na zakladé tohoto vzorce P. S. Laplace ve
svém spise Essai philosophique sur les probabilités odvozuje prav-
dépodobnost jevu, Ze zitra vyjde Slunce (Childers, 2011, s. 138).
Z toho, ze historie existuje 5000 let (tj. 1826213 dnf) vypocital
tuto pravdépodobnost jako %Sggg%g. Sam Laplace nasledné uzné-
val, ze tento priklad nebyl zvolen pfili§ vhodné.

Vypocty podobné tém predchozim muzeme uzit téz k odvozeni
pravidla naslednosti. Jeho odvozeni provedeme tak, ze tlohu 3 zo-
becnime pro s ¢ernych kulicek pti n celkovych losovanich a k vy-

sledné nahodné veli¢iné vypocitame stfedni hodnotu.

Uloha 4. Vime, 7e v krabici jsou kulicky ¢erné nebo bilé barvy.
Vylosovani jedné kulicky bylo provedeno n krat, pricemz kulicka
byla vzdy vracena do krabice zpét. Pravé v s pripadech byla vy-
losovéna ¢ernd kulicka. Zavedte ndhodnou veli¢inu Y popisujici
pomér Cernych a vSech kulicek v krabici.

Reseni. Tato tloha je pouze zobecnénim té predchozi. Nahodna
pfed tim, nez z ni bude provedeno losovani popsané v zadani tlohy,
ma z ndm uz znamych diavodid (princip indiference) rovnomérné
rozdéleni na intervalu (0; 1). Pfislusnou hustotu nazyvame aprio-
rni hustota pravdépodobnosti.

"Nézev pravidlo néslednosti (Rule of Succession) zavedl John Venn (Chil-
ders, 2011, s. 136).
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Nyni budeme opét uvazovat situaci, kdy vylosujeme n-krat
kulicku (a vratime vzdy zpét). Zavedeme ndhodnou veli¢inu S,
ktera bude vyjadrovat, kolikrat jsme v téchto n losovanich vylo-
sovali ¢ernou. Takova ndhodné veli¢ina mize nabyvat hodnot 0, 1,
2,3, ..., n. Pravdépodobnost jednotlivych moznosti bude zaviset
na poméru ¢ernych a vSech kulicek a mizeme ji opét pocitat na
zdkladé binomického rozdéleni Bi(n, p). Podminéné pravdépodob-
nost hodnoty s veli¢iny S v zavislosti na veli¢iné X je rovna

Pis=six =p) = (1),

Celkovou pravdépodobnost vypocitame opét podle véty o upl-
né pravdépodobnosti (6)3:

P(S = 5) :/_OO P(S = 5|X = ) fx (1) dt =

:<Z>/Olt5(1—)"5dt ()B(s+1n—s+1)
B LR (e
i

Vyslednou ndhodnou veli¢inu Y opét ziskdme pomoci Baye-
sova vzorce. Vypocitdme opa¢né podminénou hustotu pravdépo-
dobnosti — tzv. aposteriorni hustotu pravdépodobnosti fy:

P(S=s|X=p)- fx(p)

fy(p) = fx|(s=5)(p) = PS5 =) -
(M =p)t - fx(p)
- - -
5
_ s!(~7(1:—1)s!)!ps(1 —p)"~* prop€ (0;1)
o jinde

a uloha 4 je vyfeSena.

8Pt vypoétech uzivime opét funkce gama, beta a piislusnych pravidel.
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Jak jsme uvedli, pravidlo néaslednosti ziskdme tim, ze vypoci-

tame stredni hodnotu této ndhodné veli¢iny, pfiCemz opét uzijeme
funkci gama a beta a jejich vlastnosti:

EY = /w thy(t) dt = (Z) /Olts“(l s dt =

- (Z)B(S+2,n—s+1)= (Z)F(S”)'F(”_S“) _

I'(n+ 3)
B (n> (s+1)!-(n—s)! s+1
T \s (n+2)! Con+2

Tim jsme obdrzeli hledany vzorec.
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Abstract

This article covers the basic principles of Bayesian procedures
based on Bayes’ formula and the total likelihood theorem. It pre-
sents these formulas for random phenomena and random quanti-
ties, and in the form of simple problems, it approximates the ideas
that make it possible to estimate the distribution of probability in
a general situation based on an individual empirical result. One of
the basic rules for probability — the so-called principle of indiffe-
rence — is used in the considerations carried out. In the conclusion,
a succession rule is derived based on Bayesian procedures.
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