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MATEMATIKA

Pythagorejské praiméry, kontraharmonicky priimér
a zlaty rez v pravouhlém trojahelniku

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Postupy ur¢ovani priméra (pramérnych hodnot) byly pravdépodobné
vynalezeny brzy poté, co lidé zacali pocitat. Ac¢koliv je puvod téchto vy-
poctu Casto pripisovan starovékym feckym matematiktm, jejich historie
sahé patrné mnohem déle.

Neni snad nikoho, kdo by neznal pojem aritmetického priméru, na-
priklad p¥i vypoc¢tu primérné mzdy. Geometricky a harmonicky pramér,
oznacované Casto spoleéné s primérem aritmetickym jako pythagorejské
prumeéry, jsou mozné o néco méné znamé. Geometricky prameér je ovSem
ve skute¢nosti vhodnym néstrojem pro popis proporcionalniho ristu,
a to jak exponencialniho ristu, kdy je mira ristu konstantni, tak promén-
livého rastu. Harmonicky primér je vhodnéjsi nez aritmeticky primér
v pripadech, kdy pracujeme s poméry. Miize se jednat napf. o stano-
veni primérné rychlosti nebo odporu v elektrickém obvodu s paralelné
zapojenymi odpory.

Piipomenme si definice aritmetického (A), geometrického (G) a har-
monického (H) priméru kladnych realnych ¢isel a, b

Afa,b) = 52,
G(a,b) = Vab,
Hla,b) = aQ—T—bb’
pro které dale plati, ze
H<SG<A, (1
G® = AN. (2)
Recky matematik Eudoxos z Knidu (asi 408 pf. n. lL—asi 355 pf. n. 1.)

doplnil vySe uvedenou trojici o tzv. kontraharmonicky primeér, pro ktery
plati
a? +v?

a+b’

C(a,b) =
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Kontraharmonicky primér jako méné bézny typ stfedni hodnoty naléza
pouziti napf. pii filtrovani Sumu (redukei zrnéni) na obrézcich [12].

B F G

Obr. 1: Konstrukce pythagorejskych primeéra A, G, H a kontraharmonického
prameéru C [7]

Problém 1. Ukazte, Ze pro soucet harmonického a kontraharmonického
priméru ¢isel a, b plati
H+C=a+bd.

Vyse uvedené prumeéry jesté pro potieby ¢lanku doplnime o kvadra-
ticky primer Q ¢&isel a, b, pro ktery plati
a? + b2

5

Q(av b) =

Kvadraticky pramér naléza uplatnéni v takovych oblastech, jako je napft.
statistika, fyzika (akustika) ¢i elektrotechnika

Zlaty fez (zlaty pomér, zlaty pramér) je &islo, které oznacuje pomér,
kdy se tisecka déli do dvou ¢asti takovym zptisobem, ze pomér délky celé

Ve statistice hraje dilezitou roli pri analyze dat a pochopeni rozlozeni hodnot
v datovych souborech (napf. rozptyl ¢ smérodatna odchylka). V oblasti elektrotech-
niky muazeme zminit napf. vypocet efektivni hodnoty stfidavého napéti nebo stiida-
vého proudu.
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tsecky vici délee jeji vetsi Casti se rovna pomeéru délky vetsi casti k délee
té mensf [I]. Ciselnou hodnotu zlatého fezu ziskdme z FeSeni rovnice
r+y
r oy
kde z, y (z > y) jsou ¢asti tsecky o délce = 4+ y. Pokud dale poloZime
y = 1, pak po zjednodusSeni dostdvame rovnici

-2z —-1=0, (3)

pro jejiz kofeny plati

T1,2 =

Zlatym Fezem ¢ je kladny koten

Pythagorejské primeéry a kontraharmonicky primér v pravo-
thlém trojihelniku

Domenico v ¢lanku [2] dokazal nasledujici zajimavou vétu (obr. 2
vlevo).

g g
Obr. 2: Pythagorejské pruméry A, G, H v pravoihlém trojihelniku, kde
A/H =

Véta. Aritmeticky, geometricky a harmonicky primér dvou kladnijch
redlnyjch cisel jsou délky stran pravouhlého trojihelniku prdavé tehdy, kdyz
je pomeér aritmetického a harmonického primeéru roven zlatému Tezu.
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Podle Pythagorovy véty plati
H:+ G = A
Pouzitim rovnosti ([2)) dostavame
H? + AN = A%,
kde pro kladny kofen plati

1
A= +2\/5’H = @H.

Opacnou implikaci bychom dokézali obriacenim uvedeného postupu.

Klademe si za cil uvést vySe zminénou vétu do SirSich souvislosti,
kde zahrneme do tvah rovnéz kontraharmonicky prtmér, kvadraticky
prumér a tzv. Keplerovy trojihelniky.

Pro nékteré dale zminéné dvahy miize byt uzitecné vyjadrit vztah
mezi Cisly a a b v pFipads, ze A/H = . ZjednoduSenim rovnice

a+b  2ab
2 _a—&—b%

dostavame (a + b)? = 4pab, a dél

b b
E:2+\/S:290+1, nebo 52\/5—222(,0—3.

s >z

Ve zbyvajici ¢asti textu budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat,
7eb>a,tj. b/a =245 = 2p+1, kde pro pythagorejské priméry éisel
a, b plati

Afa,h) = 50 =g

G(a,b) = Vab = ap\/,
2ab

H(a,b) = m = UIQD.

2)Kofen 2 + /5 je soucasné FeSenim rovnice 22 — 4z — 1 = 0. Rovnice ve tvaru
22 —pr — 1 =0 (p € N) maji kofeny z1,2 = (p & /p? + 4)/2. Kladné kofeny (op) se
obvykle oznacuji jako kovové Fezy (popi. kovové priméry), napt. o1 = (1++/5)/2 je
vySe zminény zlaty Fez, oo = 1 4+ /2 je stitbrny Fez, o3 = (3 + v/13)/2 je bronzovy
Fez, 04 = 2+ /5 je médéng Fez atd. 18, ]
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Problém 2. Ukazte, ze plati
204+ 1=¢>.
Problém 3. Ukazte, Ze plati
C(a,b) = a(p +2).
Problém 4. Ukazte, Ze plati
Q(a,b) = apy/o + 2.
Vyse uvedenou vétu muzeme nyni doplnit o nésledujici dusledek.

Dausledek. Jestlize aritmeticky, geometricky a harmonicky primér dvou
kladnijch redlnijch cisel jsou délky stran pravouhlého trojuhelniku, kde
pomér aritmetického a harmonického priméru je zlaty ez, pak vyska
deli preponu o délce A na useky o délkdch H a A — H.

Diisledek (obr. 2 vpravo) plati, jestlize
H? — (A—H)? =G% - H~

Pouzitim substituce A/H = ¢ a dalsim zjednodusenim déle dostavame
rovnici ve tvaru

1+¢=¢?%
ktera je ekvivalentni s rovnici . Pro délku vysky déle podle Euklidovy
véty o vySce plati

H H?
VHA-H) = VHH -H)=H/p— 1= — = — = a /5.
N A
Nasledujici tvrzeni shrnuje nékteré dalsi vztahy mezi vyse zminénymi
priaméry v pravouhlém trojahelniku, kde A/H = ¢. Dikazy jednotlivych
tvrzeni prenechavame laskavému ¢tenafi jako cviceni.

Tvrzeni 1. Jestlize A/H = ¢, pak

1. A—-H=a,
2. A+H =0
8. C—A=a,

4. C+A=2a+b.
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Keplerovy trojihelniky
Pokud plati, ze A/H = ¢, pak A/G = G/H = ,/p. Délky stran
pravothlého trojuhelniku tvoif geometrickou posloupnost, kde pro pomér
délek stran plati
1:yp:ep.

Pravoihlé trojuhelniky spliujici uvedeny pomér délek stran se oznacuji
jako Keplerovy trojihelnikyl?)| Z vlastnosti t&chto trojuhelnikd miiZzeme
zminit, ze pokud vezmeme dvé kopie Keplerova trojihelniku a pfilozime
je k sobé druhou nejdelsi stranou, pak vysledny rovnoramenny troju-
helnik méa nejvétsi polomér vepsané kruznice ze vSech rovnoramennych
trojthelniki s danou délkou ramen [IT].

D D

Obr. 3: KruZnice opsand a vepsané (vlevo: trojuhelnik ABD tvofeny dvéma
kopiemi Keplerova trojuhelniku, vpravo: pravouhly deltoid ABED; A/H = ¢,
|AC| = G)

Vzhledem k situaci znazornéné na obr. 3 (vlevo) miizeme konstruovat
kruZnici opsanou a vepsanou trojihelniku ABD, ktery tvoii dvé shodné
kopie Keplerova trojihelniku. Snadno lze ovéfit, ze obsah a obvod troj-
ahelniku ABD je S = HG, o = 2(H + A) a pro poloméry vepsané (p;) a

3) Johannes Kepler (1571-1630) se o trojihelnicich v roce 1597 zmifuje v dopise
svému uciteli Michaelu Méstlinovi. Prufez Velké pyramidy v Gize je podle Keplera
tvoren rovnoramennym trojihelnikem sloZzenym ze dvou pravouhlych trojuhelnika,
jejichz strany jsou v poméru 1 : /¢ : . Existuji oviem i starsi zminky o téchto
trojahelnicich, nap¥. v knize Liber mensurationum perského matematika Aba Bakr al-
Karajiho (953-1029) nebo knize Practica geometriae italského matematika Leonarda
Pisanského zvaného Fibonacci (okolo 1170 —okolo 1240) [10].
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. “ s 1
opsané (r) kruznice proto plat

HG  a

H+A /o

_MA A P
4HG 26 2

Pt =

tj. pomér jejich poloméru je

Stiedy kruznic lezi na vysce rovnoramenného trojuhelniku ABD, pro
vzdalenosti st¥edi kruznic od zékladny plati |K,C| = py = a/\/¢ ,

2 2
|K.C| = /12 —H? = g \/ —a2p? =

ap @3 =4 apy2p —

2 2

Pomér vzdalenosti st¥edii kruznic od zakladny trojihelniku je konstantni
a roven

|K.C| 2
[KCl o203
kde
VP20 =3 =120 —3) = /(20 + 1)(20 - 3) =
= VA2 —dp-3=/A(p+1)—dp-3=1,
proto
[KCl 9
|K.Cl

Na obr. 3 (vpravo) pfimka AC protina kruznici opsanou trojihelniku
ABD v bodé E, kde délka usetka AFE je prumérem opsané kruznice.

YPxi odvozeni jsme vyuzili znamé vzorce pro polomér kruznice trojuhelniku ve-
psané a opsané.
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Body ABED tvoii pravouhly te¢novy ¢tyfiuhelnik (deltoid) s pary shod-
nych stran A, G a thlopfickami délek |AE| = 2r a |BD| = 2H. Podle
Pythagorovy véty pro délku delsi dhlopticky AFE plati

|AE| = VA2 + G2 = /G2 + G2 = G\/p+ 1 = ©G.

Délka tsecky AC (JAC| = G) je tedy zlatym fezem délky asecky AFE.

Polomér kruznice vepsané deltoidu, ktery uréime jako pomér obsahu
deltoidu a poloviny jeho obvodu, je pg = a(¢+1)/(\/¢+1). Z podobnosti
trojuhelniki ABE a ARK, plyne, Ze

p+1
¢¢+I

Vzdalenost stfedu Ky kruznice vepsané deltoidu ABED od priseciku
uhlopricek C je

|[AK 4| = ap

p+1 Veo—1
K,C| = |AC| — |AK ] = a —a =a .
|KaC| = [AC| = [AK4| = ap\/p Vi
Pomér vzdalenosti stfedu kruZnice opsané a vepsané deltoidu od prise-
¢iku C' je konstantni a roven pfiblizné

KOl _ VIPBEHD
|KaC| 2(y/p—1) ’

Vzdalenosti st¥edt kruznic (obr. 3) od bodu C jsou tedy pfiblizné v po-
mérul:2:4.

V nasledujicim tvrzeni popiSeme vztah mezi pythagorejskymi prua-
méry v pravothlych trojahelnicich tvoiicich deltoid ABED (obr. 3 vpra-
Vo).

Tvrzeni 2. Necht A/H = . Aritmeticky a geometricky primér tvori
délky odvésen pravoiuhlého trojuhelniku prdavé tehdy, kdyZ harmonicky
prameér tvori délku vysky nad preponou trojihelniku.

Tvrzeni dokdzeme pro obé& implikace.
"=" Useky piepony »G maji délky G a G(p — 1). Pouzitim Euklidovy
véty o vySce dostavame AE délky

gZ B S031_[2 B

Glo—1)== H2.
(p—1) 5 "
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"<" 'V pravouhlém trojihelniku s odvésnami o délkach z, y, pfeponou
o délce z a vyskou nad preponou o délce H plati xy = zH. Podle pfed-
pokladu je trojuhelnik keplerovsky (z = y,/@, y = x./9), proto

r=H/p=G, y=G/p=A

Na obr. 4 je ke dvojici Keplerovych trojihelniki zakladnou pfiloZen rov-
noramenny trojuhelnik DBF| jehoz ramena maji délku C a vysku k z&-

kladné o délce
|CF| =+/C? —H? =2ap = 2H,

kde posledni rovnost vyplyva z tvrzeni 1.

B

Obr. 4: Pythagorejské priméry A, G, H a kontraharmonicky primér C v del-
toidu (A/H = ¢, |CF| =2H)

Slozenim vznika deltoid s pary shodnych stran o délkach A a C. Kratsi
thlopficka ma délku 274, delsi pak G 4+ 2H. Kruznice vepsané trojihelni-
kim ABD a DBF tvoiicich deltoid ABFD maji poloméry p; = a/\/p
a

2H? 2a%p? 2
= = = Qa =
H+C ap+alp+2) pw+1

Pb )

tj. jejich poloméry jsou v poméru 1: ,/p.

Roénik 99 (2024), &islo 3 9
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Posledni poznamku v této sekci vénujeme vztahu mezi pythagorej-
skymi primeéry a praumérem kvadratickym opét v piipads, kdy A/H = .
Laskavy Ctenaf si sém muze snadno ovéfit, Ze v daném piipadé plati na-
sledujici tvrzeni (obr. 5).

g A

Obr. 5: Pythagorejské pruméry A, G a prumér kvadraticky Q v trojuhelniku
s vyskou H (A/H = o)

Tvrzeni 3. Jestlize A/H = ¢, pak A% +H? = Q2.

Na obr. 6 (vlevo) je doplnén do konstrukce prameért rovné’ pramér
kontraharmonicky.

H H
A
c
A A
H Q H Q
c—A
M A—H G

g H A—-H

Obr. 6: Pythagorejské praméry A, G, H, kontraharmonicky C a kvadraticky
primér O (A/H = )

Problém 5. Ukazte (obr. 6 vpravo), Ze kvadraticky pramér déli pramér
kontraharmonicky na tseky o délkach A = ap? a C—A = a, tj. v poméru
druhé mocniny (&tverce) zlatého Fezu.
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Zaveér

Mezi pravoihlymi trojihelniky, pythagorejskymi priméry, primérem
kontraharmonickym, kvadratickym a zlatym fezem je jisté mnoho dalsich
vztahli a souvislosti a nabizi se tak moznost k dalsim tavaham. Nékteré
pékné piiklady vztahti mezi pravotuhlymi trojuhelniky a zlatym fezem
1ze nalézt naptiklad v ¢lanku [6].

Ukazme nyni na zavér, jakym zptsobem Pythagoras uvazoval o vyse
zminénych primérech. Metoda proporci, kterou pouzil k jejich konstrukei,
je nasledujici. Uvazujme ¢isla a > b > ¢ > 0, pro ktera vypocitame roz-
dily a — b a b — ¢ a jejich pomér (a — b)/(b — ¢) postupné porovname
s poméry pivodnich &sel. Cislo b je pak [3]

e aritmetickym pramérem ¢isel a a c, jestlize

a—b a b ¢

e geometrickym pramérem ¢&isel a a c, jestlize

a—bia b

b—c b ¢

e harmonickym primérem ¢&isel a a ¢, jestlize

a—b_g
b—c ¢’

e kontraharmonickym primeérem ¢&isel a a c, jestlize

a—b
b—c

ST

Kvadraticky pramér ¢isel a a ¢, jehoz puvod lze vysledovat az k Py-
thagorové vété, lze zavést jako rovnost poméri
a—b b+c
b—c a+b

K vy8e uvedenym pomérim by bylo mozné doplnit i dalsi, které zde
neuvadime, nebot nenalezly v moderni matematice konkrétni uplatnéni
(vice napt. [4]).

Roénik 99 (2024), &islo 3 11



MATEMATIKA

Literatura

1]
2]

3]
[4]

[5]

[6]

7]
18]

9]

[10]

[11]

(12]

12

Bellos, A.: Alexova dobrodruZstvi v zemi ¢isel. Dokofan, Praha, 2015.

Domenico, Di A.: The golden ratio—the right triangle—and the arithmetic,
geometric, and harmonic means. The Mathematical Gazette, ro¢. 89 (2005),
¢. 515, s. 261-261.

Gielis, J.: The Geometrical Beauty of Plants. Atlantis Press, Paris, 2017.

Hgibakk, R., Lukkassen, D., Meidell, A., Persson, L. E.: Geometric con-
struction of some Lehmer means. Mathematics, ro¢. 6 (2018), ¢. 11, s. 251,
https://doi.org/10.3390/math6110251.

Lokesha, V., Padmanabhan, S., Nagaraja, K. M., Simsek, Y.: Relation
between Greek means and various means. General Mathematics, ro¢. 17
(2009), ¢&. 3, s. 3-13.

Scimone, A.: Some nice relations between right-angled triangles and the
Golden Section. Teaching Mathematics and Its Applications, ro¢. 30 (2011),
s. 85-94.

Spichal, L.: The geometric constructions of the Greek means. Symmetry:
Culture and Science, ro¢. 34 (2023), ¢. 4, s. 407-416.

de Spinadel, V. W.: From the golden mean to chaos. Nueva Libreria, Buenos
Aires, 1998.

de Spinadel, V. W., Paz, J. M.: A new family of irrational numbers with cu-
rious properties. Humanistic Mathematics Network Journal, ro¢. 19 (1999),
s. 33-37.

Sugimoto, T.: Inducing the Symmetries Out of the Complexity: The Kepler
Triangle and Its Kin as a Model Problem. In: Darvas, G. (eds): Complex
Symmetries. Birkhauser, Cham, 2021.

Kepler triangle. Wikipedia, https : / / en.wikipedia.org / wiki /
Kepler_triangle. [cit. 2024-06-11].

Contraharmonic mean. Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/
Contraharmonic_mean| [cit. 2024-06-05].

Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler_triangle
https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler_triangle
https://en.wikipedia.org/wiki/Contraharmonic_mean
https://en.wikipedia.org/wiki/Contraharmonic_mean

