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MATEMATIKA

Néktera vyuziti harmonického priiméru ve vyuce
matematiky na stfedni skole

Jan Fiala, Marika HrubeSovd, Tomds Roskovec

Pedagogickd fakulta, Jihoceskd univerzita, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Clanek predstavuje zakladni poznatky o harmonickém priméru a
demonstruje jeho moZzné vyuziti pfi feSeni stfedoskolskych tloh z matematiky.
V navazujicim pfispévku se zaméfime na vyuziti harmonického priméru ve
fyzice a finanénictvi.

Harmonicky primér
Definice 1. Prosty harmonicky primeér, oznaceny Ty, n kladnyc} re-
alnych ¢isel (hodnot sledovaného kvantitativniho znaku x) 1, zo, ..., x,
je definovan jako podil po¢tu hodnot n a souctu n pievracenych hodnot
k hodnotam x1, xso, ..., x,, tj.

_ n n

TH = 3 1 1 = n 1 - (1>

E+£++E Zi:lE
Vzorec lze volné slovy vyjadrit tak, ze harmonicky prumér je

,prevracenad hodnota aritmetického prameéru prevracenych hodnot znaku*.
To je patrné z nésledujiciho vzorce

_ 1 1
TH = ~— I 1
1 (1 1 1 s L
Specialné pro n = 2 bude mit vzorec tvar
— 2 1 2:(,‘1.]3‘2
TH= T "1 77/, N\ 2+ a2y (2)
1 | a2 5 (H + E) 1 2
Vzorec 1ze snadno pfevést do tvaru
1 1/1 1
— =3 ( + > . (3)
Ty 2\x1 a9
DBIizi-li se aspon jedna z hodnot x;, i = 1,2,...,n, nule, blizf se také hodnota

harmonického priméru nule.
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MATEMATIKA

Vazeny harmonicky pramér
Jsou-li data jiz setfidéna do tabulky rozdéleni ¢etnosti, tj. hodnota x;
se vyskytuje ki-krat, xo se vyskytuje ko-krat atd., mizeme vzorec
psat ve tvaru
Z?:l 4

Z;;l x.

i
i

™

; (4)

T =

=

kde k; jsou Cetnosti jednotlivych hodnot, a mluvime o vazeném harmo-
nickém pruméru. Na rozdil od vzorce je celkovy pocet dat Y . | k;
a nikoli n, n znac¢i pocet rtiznych hodnot dat, ktera se v sadé vyskytuji.
Obecné: prifadime-li hodnotam z; vahy w; > 0, i = 1,2,...,n, pak je
vazeny harmonicky primér definovan jako podil

wy +wy+ ..+ w, Yo w

TH = 5 w Wn noow; " (5)
M+ LT
Pro w; = wy = ... = w, dostaneme vzorec (1)) a pro w; = k; vzorec .

Rozdil mezi vzorcem a je ten, ze vahy w; mohou byt na rozdil
od Cetnosti k; necelociselné, coz je vyhodné naptiklad pii feSeni tloh na
vypocet pramérné hustoty pfi michéni raznych latek.

Geometricka interpretace

Harmonicky priamér dvou ¢&isel z1 a zo lze geometricky interpretovat.
K tomuto tcelu upravime vztah do tvaru

211 i )

Trg T3

Tento vztah vyjadfuje pomér odpovidajicich si stran v podobnych troj-
thelnicich ACD a BCF na obr. [I] se shodnym thlem u vrcholu C, kde
délky odvésen trojahelniku AC'D jsou rovny 2z a x1 + Zs.

Geometricka interpretace harmonického primeéru dvou kladnych reél-
nych hodnot x; a x5 se Casto uvadi spolu se znazornénim aritmetického
a geometrického primeéru. Oznaéme T jako aritmeticky pramér hodnot
T1 a Ty a Tg jako geometricky prumér téchto hodnot. Jedna z moZznych
interpretaci je na obr.

Priklad 1. Vypoctem ovéite, Ze pro harmonicky pramér ¢isel xq, xo
plati na obr. [2 vztah .

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

D
|AD| =22, _ | T
xrg ‘\\\
A |B C

Obr. 1: Geometricka interpretace harmonického praméru ¢&isel x1, z2

|AP| =z, S P PB| =,

Obr. 2: Geometricka interpretace aritmetického, geometrického a harmonic-
kého prameéru ¢isel z1, 2

Regeni. Mame ukazat, ze v obr. [2 plati 7y = 2222 Podle Euklidovy
véty o vysce je na obr. [2 geometricky pramér délek useéek 1, xo roven
|PC| = T¢ = \/T1x2. Aritmeticky primér délek x1, z2 je roven |SC| =
T = % Uvazujme pravouhly trojihelnik SPC' s pravym thlem u
vrcholu P. Z Eukleidovy véty o odvésné vyplyva T2 = Ty - 7, tedy
Ty = é Z toho po dosazeni a drobné tupravé dostaneme ovérovany

vztah .

Priklad 2. Upravte vzorec pro harmonicky pramér tii ¢isel 1, xo,
x3.

Resend. Pro tii kladna realna &sla 1, o, 23 plati vztah

3.’[51162.’173

r1To + Tr1x3 + ToX3
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Neékteré vlastnosti harmonického priméru

Harmonicky pramér je na rozdil od aritmetického priméru definovan
pouze pro kladna redlné ¢isla x1, s, ..., x,. Jeho urcujici vlastnosti
je stalost souctu prevracenych hodnot pfi jejich nahrazeni harmonickym
prumeérem, coz je vlastnost kazdého pruméru. Plati totiz

1 1 1 1 1 1
—t =+ ==t =+ .
1 o Ty Ty rg TH

n-Krét

Tento vzorec lze strucné zapsat ve tvaru

z néhoZ po vyjadiéni Ty ziskdme vyse uvedeny vzorec (1) pro vypocet
prostého harmonického praméru.

Nasobime-li v8echny hodnoty z; libovolnou konstantou k, k # 0, pak
se hodnota harmonického priaméru také vynasobi k-krat (podobné plati
i pro aritmeticky a geometricky primér). Plati tedy

_ n k-n
TH = 73 1 i - \m 1
k-x1 + k-xo +...t k-xn Zi:l zi
Uvazujme vazeny aritmeticky pramér s vahami k1, ko, ..., k,, ktery

je definovan vzorcem

f_o:l-w1+xg-w2+...+xn~wn_Z?:la?i-wi (©)
w; +we 4+ ...+ wy, Z?:lwi ’

kde w; je vaha i-té hodnoty a n je pocet vSech hodnot. Snadno 1ze ovéfit,
7e nasobime-li vahy w; ve vzorci pro vaZzeny harmonicky primér stej-
nou konstantou k, k£ > 0, hodnota vysledného harmonického primeéru se
nezméni, stejné jako v pripadé vazeného aritmetického priméru, defino-
vaného vzorcem @

Ziejmou vyhodou harmonického priméru je skute¢nost, ze hodnota
harmonického priaméru neni — na rozdil od aritmetického praméru —
vyraznou mérou ovlivnéna jednou nenulovou hodnotou (¢ nékolika mélo
hodnotami), ktera je vyrazné vétsi nez vSechny zbylé hodnoty ze souboru.
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Harmonicky primér je vhodny pii vypocétu stfedni hodnoty nerov-
nomérné rozlozenych dat kolem aritmetického priaméru, nebo kdyz jsou
v souboru dat nékteré hodnoty extrémné vysoké. Vyuziti harmonického
prumeéru je v8ak zna¢né omezené jeho definici a vychazi z povahy otazky,
kterou v tloze feSime. Harmonicky pramér lze pouzit pouze tehdy, kdyz
ma smysl uvazovat o sou¢tu prevracenych hodnot znaku. I kdyz je uziti
harmonického prameéru ¢asto prezentovano jako zna¢né omezené ([4)
s. 34]), ukdZeme nejprve jeho vyuziti pfi FeSeni matematickych tloh,
v pokracovani ¢lanku pak predstavime, jak lze harmonicky pramér pou-
zit napiiklad ve fyzice, finan¢nictvi a ekonometrii.

Vztah mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym pri-
meérem

V prikladu [I] jsme uvedli vztah mezi aritmetickym, geometrickym a
harmonickym primeérem ¢isel x; a xo. Pro dvé kladné ¢isla xq, xo 1ze

psat
_ 2 2T1T2 (\/1'1.%2)2 fQG
TH = = = = —
=t itz (i) T

)

kde Z¢ je geometricky a T je aritmeticky primeér ¢isel x1, 5. Tento vztah
je unikatni pro sadu dvou ¢&isel, pro vétsi sady obecné neplati.
Pro aritmeticky a geometricky primér definovany predpisem
1+ 2o+ ...+,

T = a Tg=YT1 - Tg- ... Ty
n

plati tzv. AGH-nerovnost:
T>Tqg>7TH. (7

Rovnost zde nastava, pravé kdyz x1 =z = ... = z,. Pro Ty, Zg a
T plati, Zze jsou vétsi nez minimum hodnot z; a sou¢asné mensi nez ma-
ximum hodnot z;, ¢ = 1,2, ..., n. Dikaz nerovnosti zde kvili svému
rozsahu neuvadime, lze vSak nalézt v ¢etnych literarnich pramenech, na-
piiklad [8, s. 17]. Platnost vztahu (7)) pro n = 2 lze snadno geometricky
ovéfit napiiklad na obr. [2l Hned &tyfi rtizné geometrické ditkazy beze
slov slozené nerovnosti (7)) pro n = 2 uvadi Nelsen ([7, s. 63-67]). Z nich
za didakticky vhodny do vyuky na stfedni skole 1ze povazovat nasledujici
dikaz vztahu @ Ptestoze jde o ,,dikaz beze slov*, odvozujeme s vyu-
zitim obr. [3] postupné délky tsecek SB, DB a EB, které jsou po fadé
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|AB| = a4 E ICB| = z»
_ x1+ T
Bl =72 =
s8] !
_ 2122
EB| = =
| | v 1+ o

Obr. 3: Geometrickd interpretace nerovnosti harmonického, geometrického a
aritmetického primeéru dvou ¢isel z1, z2 (podle [7) s. 63])

aritmetickym, geometrickym a harmonickym primérem tsecek délek x;
a X9g.

UvaZujme tusecku AB délky x1, usec¢ku BC délky xo, 0 < o < x7.

Je-li |AB| = z1 a |BC| = x2, pak |AC| = x1 — 29, |SC| nsrz
a tedy hledané délka tsecky SB je |SB| = xp + £15%2 = f1t82 coz Je
aritmeticky pramér délek tisecek AB a BC.

Délku tusecky DB lze odvodit takto: predné plati |[SC| = |SD| =
#1572 pak z Pythagorovy véty pro pravoihly trojihelnik SBD s pravym
uhlem pfi vrcholu D vyplyva

|DB|* = |SB|*> — |SC|?.

Po dosazeni dostaneme

A 2 T — T 2
|DB|2 _ 1 2 _ 1 2
2 2
a po upravach |DB| = /z1x2, coZ je geometricky prameér délek usecek
AB a BC.

Usetka EB je tusekem pfepony SB v pravouhlém trojuhelniku SBD.
Z Eukleidovy véty o odvésné pro délku EB plati

|DBJ?
|SB|

|EB| =

18 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Po dosazeni dostaneme

T1Xg 2.23133‘2
Titxo ’
) xr1 + T2

|EB| =

coZ je harmonicky pramér délek tseek AB a BC. Z obr. [3]tedy vyplyva
nerovnost .

Priiklad 3. Pro dvé libovolna kladna realné ¢isla 1 a x5 dokazte alge-
braickymi tpravami nerovnost .

Resend. Pro kazdé dvé kladné redlné proménné x,, xo méme fesit sou-

stavu nerovnic

20129 1+ o

< Vo < 02 (8)

Nerovnici vlevo sta¢i umocnit na druhou, vydélit celou nerovnici nenu-
_ 2

lovym soudinem z1x2 a po tpravach dostaneme nerovnici % >0,

které plati vzdy. Nerovnici vpravo také umocnime na druhou a po upra-

(301—362)2
4

X1 +l‘2

vach dostaneme nerovnici > 0, kterd rovnéz plati pro libovolna
1, To. Rovnosti u soustavy nerovnic nastavaji pro 1 = xs.

Aplikace harmonického primeéru v matematice

Priklad 4. Ovéite, ze v kazdém pravoihlém trojuhelniku ABC' s pra-
vym thlem pfi vrcholu C' (obr. [4]) je druhd mocnina velikosti vysky v,
vedené bodem C' na preponu c¢ rovna poloviné harmonického priméru
druhych mocnin odvésen a, b.

C

<>

Obr. 4: Trojuhelnik ABC' s vyznacenou vyskou v,

Roénik 99 (2024), &islo 3 19
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Reseni. Mame ukazat, ze plati

1 2 2b2 2b2
0 S L AR (9)
2 a?24+b2 a2 +0b?

V pravouhlém trojihelniku na obr. ] podle Eukleidovy véty o vySce plati
v:=cq-Cp (10)

a dale podle Eukleidovy véty o odvésné plati

a’> =c-cq, b =c-c. (11)

Z vyjadiime postupné c, a cp, které dosadime do a s vyuzitim
Pythagorovy véty dostaneme hledany vztah @

a?b?

¢ ¢ 2 a2+

9 a? b? a?b?
UC

Priklad 5. Pomoci délek zékladen a, ¢ vypocitejte délku h pricky li-
chobé&zniku ABCD (AB || CD), ktera prochazi prisecikem jeho thlo-
piicek S (viz obr.

a

Obr. 5: Lichobéznik ABC D s vyznacenou pfickou h

Resent. Trojahelniky ABS a CDS jsou podobné podle véty (uu) a pro
poméry odpovidajicich si stran tedy plati

|CD| |SC| _|SD|

|AB| — |SA]  |SB|

Oznac¢me u pricky & jeji krajni body E, F'. Délka piicky EF je souctem
délek tsecek ES a SF. Trojahelniky BE'S a BCD a trojihelniky ASE

2)Pfickami v lichob&Zniku se podrobné zabyvaji Vallo a Leischner v [9].

20 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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a ACD jsou dvojice podobnych trojahelnikii podle véty (uu). Z podob-
|SF| _ |SB|

nosti trojuhelnika prvni dvojice vyplyva icD] = 1pB] 2 toho po dpravé
dostaneme SB[ |CD|
SF| =121
7 druhé dvojice podobnych trojihelnikii obdobné plyne H ‘A—S\ a
po upravé dostaneme
|AS| - |CD|
ES| = ———.

S ohledem na vySe zminénou podobnost trojihelnika ABS a CDS na-
hradime poméry

|SC| |DS| |CD|
|AS|  |BS| |AB|’
Pro celkovou délku pticky FF tedy plati
|AS| - |CD| n |BS| - |CD]
|AC| |BD|

|[EF| =

Po vydéleni |AS| a |SB| a protoze je |[AC| = |AS| + |SC| a |BD| =
= |BS| + |SD|, dostaneme

|CD| |CD| |CD| |CD| |CD]| |CD|
|[EF| = + = + = +
|AC| |BD]| |[AS|+|CS| |BS|+|DS| 1+ €S| 14+ |DS| "
[AS] [BS] [AS] [BS] [AS] ZE]
Pomoci oznaceni délek stran dostaneme
c c ac ac 2ac

h: = =
1+§+1+§ a+c+a+c a+c’

coZ je harmonicky pramér délek zakladen a, ¢ lichobézniku ABCD.

Priklad 6. Problém zkfizenych Zebiika: Dva Zebiiky délek a, b jsou
umistény ve vykopu §itky d tak, Ze jejich paty jsou vzdy v krajnim misté
vykopu a jejich druhé konce se opiraji o konce protilehlych stén, jejichz
vysky jsou vy a vg (obr. @ Zebiiky se v fezu protinaji v bodé P. Pomoci
délek vy a vy vyjadiete vzdéalenost h priseciku P od vodorovné zakladny
dna vykopu.

3)Podrobné se feseni ulohy vénuje Leischner v [6].
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D
B Vs
U1
A R d C

Obr. 6: Model situace zkfiZzenych Zebiiki s vyznacenou vzdalenosti h

Resend. Predstavime-li si na obr. |§| spojnici BD, vznikne pravouhly li-
chobéznik CDBA, v némz jsou Zebfiky jeho thlopricky. K feSent tlohy [f]
tedy lze vyuzit poznatky z pfedchozi alohy [5] z jejihoz FeSeni vyplyva, ze
bod S rozdéluje use¢ku EF na obr. 5] na dvé stejné dlouhé ¢asti. Tedy
hledana délka h v obr. [f] je polovinou harmonického priméru délek v;
a V2.

Priklad 7. ,Archimédova dvojcata” (nazyvané také Archimédovy kru-
hy) je pojmenovanim dvou kruZnic l; a Iy téhoZ poloméru r, které jsou
vepsany do tzv. arbel APB, kterym se rozumi rovinny utvar ohrani-
¢eny polokruZnicemi ki, ko a k3 po fadé nad prumeéry AP, PB a AB
v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB, kde P je vnitini bod usecky
AB (]2, s. 513], [5, s. 88], [10]), pfi¢emz kruznice I; se dotyka polokruz-
nic k1 (vnéjsi dotyk) a ks (vnitini dotyk) a pfimky PC a kruZnice lo
se dotyka polokruznic ko (vnéjsi dotyk) a ks (vnitini dotyk) a pFimky
PC, kde PC' je vyska na pfeponu AB v pravouhlém trojuhelniku ABC,
jemuz je opsana Thaletova kruZnice k3 (obr. Ovérte, ze pramér 2r
kruznic I a lo je harmonickym pramérem poloméra ry a ro kruznic po
radé ki a ko, a tedy lze psat

2rir
2r = 12

: 12
s (12)

Y Slovo arbelos znamena, v Fecting Sevcovsky niz, knejp.
5) Applet v [I] vystizné demonstruje polohu archimedovskych dvojcat v zavislosti
na velikosti poloméru polokruznic k1 a ka.
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k3

Ky

A S1 Ss T P S5 B
|A51| =7 |S2_B’ =79 ‘AS:}’ =T3

Obr. 7: Arbelos APB (atvar zvyraznény Sedou barvou) s vepsanymi kruzni-
cemi l1 a ls

Resend. Platnost vztahu ovéfime nejdiive pro kruznici ;. Vyjdeme
z pravouhlého trojihelniku S170; s odvésnami délek ry —r a h a s pre-
ponou délky r1 +r a dale z pravouhlého trojuhelniku S37°0; s odvésnami
délek 71 — r — r9 a h a preponou délky r; — r 4+ ro. Pro poloméry 71,79
a rg plati: 71 + ro = r3. Proto maji odvésny trojuhelniku S37°0; délky
rg — 2ro — r a h a pfepona ma délku r3 — r. Pro oba trojuhelniky plati
Pythagorova véta, 1ze tedy psat

(rl_’_r)? :h2+(7"1 —’]")2 a (rg _r)z :h2+(’l”3—27”2 —7")2.
Po odeéteni obou rovnic eliminujeme h? a ze soustavy vyjadifme r:

:7‘2'(7‘3—7“2)
7"1+7"2 '

Vynasobime-li celou rovnici dvéma, dostaneme hledany vzorec )@
KruzZnice [; a Il jsou shodné. Dikaz této skute¢nosti uvadi napiiklad
Bedvar a Svréek (|2 s. 517, 518]), proto ovéfeni vztahu pro kruZnici
lo zde neprovadime, probiha vSak podobné jako pro kruznici [;.

6) Obdobny dikaz lze nalézt napf¥. v [3 s. 210]. TamtéZ je mnoho informaci k dalsim
specifickym kruznicim vzniklym v arbelu.
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Zavér

U¢ivo o harmonickém prumeéru je zajimavym a uziteénym nastrojem,

ktery nachéazi své nezastupitelné uplatnéni pii feSeni specifickych vypo-
Cetnich dloh z matematiky a ktery pfispiva k rozvoji mnohych mate-
matickych znalosti a dovednosti z&ki stfedni Skoly. Harmonicky pramér
byvéa ¢asto naivné a chybné nahrazovan aritmetickym priamérem. Tato
chyba neni specificka jen pro Zakovska feSeni, ale objevuje se i v apli-
kacich a vyjimecéné i v ucebnicich. Jsou-li vstupni data podobné, davaji
aritmeticky, geometricky a harmonicky primeér podobné vysledky. Roz-
dily v hodnotéach jednotlivych priméra se projevi az pii vétsich rozdilech
v praumeérovanych hodnotach.
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