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Subfaktorialy ve stredoskolské kombinatorice

Emil Calda, MFF UK Praha

V nasledujicich fadcich se pokusime ukazat, jak lze pristupnym a
Casov@ nendroénym zplUsobem seznamit stfedoSkolské studenty se
subfaktoridly a jak znalost tohoto pojmu muzZe prispét ke zvySeni zajmu
o kombinatorické ulohy. "

Permutace z n prvki je na stfedni skole definovana jako n-Glenna
variace z n prvku, tj. jako sestavena z danych n prvku tak, Ze kazdy se v
Zz n prvka jako prosté zobrazeni n-prvkové mnoZiny na sebe, napr.
permutaci (3,2,4,1) lze povaZzovat za.zobrazeni mnozZiny {1,2,3,4} na

sebe urdené predpisem, ktery zapiSeme ve tvaru ( ; i 3 ‘;) : obrazem

kazdého prvku horniho fadku je prvek stojici pod nim v Ffadku dolnim.
Rikame téz, Ze permutace (3,2,4,1) zobrazuje 7na3,2na2, 3na4 a 4
na 71, o prvku, ktery je danou permutaci zobrazen sam na sebe, budeme
Casto mluvit jako o prvku samodruzném (ve vySe uvedené permutaci to
je prvek 2). Je zfejmé, Ze permutace, jejiz vSechny prvky jsou

samodruzné, existuje jedina pro kazdé n - je to permutace (1,2,3,....n) .

Nam vsak pujde o to, urdit poCet permutaci z n prvkd, ve kterych Zzadny
prvek samodruZny neni, jedna-li se o permutace z prvka 7,2,3,...,n, pak
to jsou zfejmé pravé ty permutace, ve kterych na prvnim misté neni 17,
na druhém 2, ..., na n-tém neni n. Pro ilustraci urceme tyto permutace
pron= 1,234 vyctem:

permutace z jediného prvku, ktera jej nezobrazuje na sebe,
" neexistuje, '

permutace ze dvou prvka 7, 2, ktera Zadny z nich nezobrazuje
na sebe, existuje jedina - je to permutace (2, 1),

permutace ze tfi prvka 1, 2, 3, které Zadny z nich nezobrazuji
na sebe, existuji pravé dvé - jsou to permutace (2,3,1) a (3,1,2),

- permutaci ze ¢&tyf prvka 7, 2, 3, 4, které Zadny z nich
nezobrazuji na sebe, existuje pravé devét - jsou to permutace (2,1, 4,3).
(2,3,4,1), (2,4,1,3), (3.1,4,2), (3,4,1,2), (3,4,2,1), (4,1,2,3), (4,3,1,2),
(4,3,2,1). ‘ o

Oznadime-li S, podet permutaci z n prvkd, které Zadny z nich
nezobrazuji na sebe, zZjistili jsme pravé, Ze jeS,=0, S: = 1, S;= 2, S,=9.
Hodnoty S. pro n} 4 se obvykle ziskavaji ze vztahu
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ktery se odvozuje na zakladé principu inkluze a. exkluze.
Nastésti vSak muZeme tyto hodnoty ziskat i zpisobem jinym, takZe se
bez tohoto principu obejdeme a nemusime s nim studenty seznamovat.
Zname-li totiz S, a S., miZeme libovolné S, pro n > 3 urCit z
rekurentniho vztahu

Sn = (n- l) (Sn-l +Sn-2).
jeho odvozeni je péknym prikladem kombinatorické Uvahy. Pred tim
vSak muzeme studenty jesté upozornit na to, Ze stejny rekurentni vztah
plati i pro n/, nebot je

n! =@-1)[(r-1+x=-2)], |
jak se snadno ovéfi upravou pravé strany. Studenti by méli sami prijit na
to, pro¢ hodnoty S, a n! jsou rizné, i kdyz pro né plati stejny rekurentni
vzorec - je to zpUsobeno ruznymi pocate¢nimi podminkami: 7/=1,
2! =2, ale S; =0, S:=1.To, Ze pro Cisla n! a S, plati stejny rekurentni
vztah, je jednim z dtvodu, proc Cisla S, byvaji nazyvana subfaktorialy.

UkaZeme nyni, jak Ize vySe uvedeny rekurentni vztah pro S,
dokazat. Predstavme si proto, Ze jsme pro n > 3 utvorili vSech S,
permutaci z prvku 71, 2, 3, ..., n, v nichZ neni Zadny prvek zobrazen sam
na sebe, a rozlozme je do skupin podle toho, ktery prvek je v téchto
permutaci na prvnim misté. ProtoZe v t&chto permutacich neni Zadny
prvek samodruzny, mohou v nich na prvnim misté byt pouze prvky 2, 3,
..., n, nikoli vSak 7. Téchto skupin je tedy n-1 a je zfejmé, Ze kazda
obsahuje stejny pocet permutaci. Oznacime-li pocet permutaci v
libovolné takové skupiné pismenem p, mame tak :

Sx=(-1)p . :
Cislo p uréime tim zpusobem, Ze zjistime pocet permutaci, které zaginaji
zvolenym prvkem, tfeba cislem 2. Tyto permutace pak rozliSime podle
toho, zda na jejich druhém misté je ¢i neni &islo 7. Permutaci, v nichZ je
na prvnim misté 2 a na druhém 17, je zfejmé S,-: , nebot jejich prvni dvé
mista jsou obsazena a Zadny z prvkd na zbyvajicich n-2 mistech nesmi
byt samodruzny, takZe je lze na tato mista rozmistit S, zpUsoby.
Permutaci, v nichZ je na prvnim misté 2 a na druhém misté neni 1, je
-jak je snadno vidét - praveé tolik, kolik je permutaci, v nichZ je na prvnim
mistd& 7 a na druhém neni 2, téchto permutaci je vSak S,., . Je tedy
podet vSech permutaci, v nichZ Zadny prvek neni samodruzny a které
zadinaji ¢islem 2, roven S,.; + S... , a podle toho, co bylo rfeCeno vyse,
plati '

P = Sn—l § g S.-:-Z .
Dokazali jsme tak, Ze pro vSechna n > 3 plati

Sn =(n—-1) (Sa1+Sk-2) .

UzZitim tohoto vztahu muZeme postupné urCit S, pro libovolné
piirozené &islo n, takZe Cislo S, muZeme povazovat za zname pro
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v8echna n. Nasledujici priklady, kterymi muZeme uziti subfaktorialu
lustrovat, neni tedy nutno dovadét az do numerického vysledku.

1. Kolika zpusoby muze byt Sest dopist zarazeno do Sesti
obalek tak, aby kazdy byl v nespravné obalce ? /S¢/

2. Kolika zpusoby lze na Sachovnici 8x8 rozmistit osm
stejnych minci tak, aby v kazdé radé i v kazdém sloupci byla pravé
jedna a zadna nebyla na zvolené diogonale ? /S,/

3. Kolika zpusoby si muze Sest osob vybrat ze Sesti riznych
part rukavic dvé rukavice tak, aby jedna byla prava, jedna leva a
nepatrily pfitom k témuz paru ? /6/S¢ /

4. Kolika zpusoby lze osmi barvami obarvit Sachovnici 8x8
tak, aby v Zadné radé nebyla dvé policka téze barvy a v Zadném sloupci
nebyla dvé policka téZe barvy sousedni ? /8/(Ss)’/

& Kolika zpusoby je mozZno prestavét desetiClenny zastup

tak, aby prave tfi osoby zustaly na misté ? /( 130 )S7/

6. Kolika zpusoby Ize k obdélnikovému stolu s n Zidlemi
podél kaZzdé z jeho dvou delSich stran rozesadit n manzelskych parQ tak,
aby vsichni muzi sedéli na jedné strané stolu a proti Zzadnému z nich
nesedéla jeho manzelka ? /2.n!S./

TR1IDY

B. Henry

Co je to za dobu

kdy tolik zalezi na tom
zda ten ¢i onen

ma desitku

jedenactku

dvanactku

A Kde jsou ty casy
kdy vibec nebylo dulezité
zda ten ¢&i onen

ma pred sebou
desitku

jedenactku
dvanactku

ale zda ta ¢i ona
mda jednicéky

dvojky

trojky



