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Dve setkani s Fibonacciho Cisly
Jaroslav Seibert, VSP Hradec Krélové

Jen malo evropskych ucencu stredovéku vyraznéji prispélo k dalSimu
rozvoji matematiky. Mezi nimi je ziejmé nejznamnéjsi Leonardo z Pisy,
zvany Fibonacci (asi 1170 - 1250). Jeho ne;rozsahle;s: praci je Kniha o
abaku ("Liber abaci®), ve které vyloZil na svoji dobu v neobvyklé tplnosti a
hloubce problematiku feSeni linearnich a kvadratickych rovnic. Dvanacta
kapitola této knihy obsahuje velké mnoZstvi rozmanitych dloh, vCetné
tlohy o kralicich, jejiz feSeni vede na scitani clent rekurentné zadané
posloupnosti. Pravé vyznam této posloupnosti se hlavni mérou zaslouzil
o to, Ze se Fibonacciho jméno navzdy zapsalo do déjin matematiky.

Pripomenme si nejprve zadani vzpominané ulohy o kralicich.

" Kdosi umistil par krélikt na urcitém misté ze vSech stran ohrazeném
zdi, aby poznal, kolik paru kralik( se pfitom zrodi prubéhem roku, jestlize
u kralikd je tomu tak, Ze par kralik( privede na svét mésicné jeden par, a
Ze kralici poCinaji rodit ve dvou mésicich svého véku.”

NevsSimejme si toho, Ze zadani ulohy prili§ neodpovida rezlité svéta
zoologie a soustiedme se pouze nz jeji matematicky obsah. Reseni
uvedené v tabulce 1 odpovidé predpokladu, Ze puvodni par kréliki zacne
rodit tfeti mésic svého pobytu v ohradé. Proménna n oznacuje poradové
Cislo mésice a Cislo f, poCet part kraliki v prisluSném meésici. Po roce by
tedy mélo byt v ohradé celkem 144 parC kréliku. Pro Upinost dodejme, Ze
Fibonacciho slovy popsané feSeni vede k poCtu 377 pard, protoZze
vychazi z predpokladu, Ze pluvodni par da potomstvo jiz v prvnim
meésici.

Tabulka 1

1{213{4!/5i6 ' 7.8 9110} 11} 12
fi1]/1i{2{3{5 |8 .13:21 3¢ { 55| 89 | 144
11131417111 {18 1 29i47 176 {123 |199 | 322

Prodlouzime-li princip vypocCtu Cisel f, bez omezeni, dostaneme
klasicky priklad rekurentné zadané posloupnosti. Pro jeji Cleny plati
rekurentni predpis fm fo.s+ 1, doplnény prvnimi dvéma cleny f,=1,=1.
V roce 1643 se poprvé objevil z2pis této posloupnosti v uvedeném tvaru
(A. Gerard). Teprve na konci 19. stoleti E. Lucas pojmenoval
posloupnost po Fibonaccim a jeji cleny oznaCil jako Fibonacciho Cisla.
Obliba této posloupnosti postupné vzrustela. Na jedné strané byly

podrobné a z ruznych hledisek zkoumény viastnosti jejich Clenu, na



druhé strané se vSak i v jinych oblastech matematiky a jinych védnich
oborech objevovaly &asto prekvapivé souvislosti zkoumanych jevu a
objektl s Fibonagciho Cisly. Ukazalo se také uzZiteCné zabyvat se
posloupnostmi, které se liSi jen hodnotami prvnich &lent. Pfikladem je
tzv. Lucasova posloupnost, jejiz ¢leny I, nalezneme v tabulce 1.

Podivejme se nynl podrobnéji na dvé ukazky uplatnéni Fibonacciho
Cisel. Jde o nendroéné geometrické =zaleZitosti, které muzZe udcitel
matematiky vyuzit ke zpestieni své prace se zaky.

Pfeména &tverce v obdélnik {iného obsahu.

Zrejmé se vétsina d&tenaru jiz nékdy setkala se zdanlivym
"paradoxem”, kdy jednoduchou manipulaci s ¢astmi rovinného obrazce
doséhneme zmény jeho tvaru, priemZ se zmeéni i obsah obrazce.
Popiseme si nyni jednu z nejznaméjsich verzi této ulohy.

Na obr. 1 je Ctverec o strané délky 8 jednotek rozdéleny na Ctyfi
¢asti, konkrétné na dva shodné trojuhelniky I, || a dva shodné
lichob&Zniky lil, IV. Obsah &tverce je 87 = 64 &tvereénych jednotek.

i ~
4 :

ProtoZze délky kratsi odvésny pravouhlych trojuhelnikti a kratsi
zékladny lichobéZnik(l jsou stejné, posklddame trojuhelniky a
lichobézniky tak, jak vidime na obr. 2. Tim vznikne obdélnik o stranach
délek 5 a 13 jednotek, jehoz obsah je 5.13 = 65 ¢tvereénych jednotek.
Jak je to mozné?
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Odpovéd piirozené spodiva v tom, Ze ve skuteénosti body A,B,C,D z
obr. 2 neleZi v téZe primce, ale vytvareji velice uzky rovnobéznik ABDC
s jednotkovym obsahem. Oznagime-li napf. |ZEAB|=a, |£FBD]=28,
pak ziejmé tga=2,tgB =2 | coZ dokazuje nekolineamost bodi A, B,
D. Totéz plati i pro body D, C, A.

Pokusme se najit jeSté dalsi trojice prirozenych &isel a,b,c uréujici
postupné délky strany Ctverce a stran obdélniku pfi popsané premeéné
ctverce v obdélnik. Je zfejmé, Ze mystifikace je tim zdafilejSi, €im mensi
je rozdil mezi obsahy, tzn. mezi Cisly a%, bc. ProtoZze méfime pouze
v celych jednotkéch, je idedlni, aby byl rozdil roven jedné. SouCasné
vSak i hodnoty fga,fgfy si musi byt dostateCné blizke. Témto
podminkam vyhowuji napr. Cisla 13, 8, 21. Tedy Ctverec o strané délky
13 jednotek Ize rozdélit obdobné jako na obr. 1 na Ctyfi Casti, jejichz
sloZenim ziskame obdélnik o stranach délek 8 a 21 jednotek. PrisluSny
nacrtek si muZe Ctenar provést sam. V tomto pripadé je vSak obsah
obdélnika o jednotku mensi neZ obsah Ctverce, protoZe v obdéiniku se
jednotlivé ¢asti nyni prekryvaji. Plati totiz tg o = -g— YtgB= 353

Pozomny ctendr si jiz jisté vSiml, Ze v obou pfipadech jsou pouZité
délky stran pravolhelnik( tfi po sobé jdouci Fibonacciho Cisla. BliZSi
pohled na tabulku 1 potvrzuje, Ze pro kazdé tfi po sobé& jdouci
Fibonacciho Cisla zfejmé plati vztah f,z,‘1 =fn . fo.2 H{~=1)", ktery snadno
dokazeme matematickou indukci.

Pro n =1 vztah plati, protoZze 12=1.2+(-1)".

Predpoki4dejme déle, Ze vztah plati pro n = k , tzn. f2, 4 = fx.fi.2 + (-1 ), a
dokazeme, Ze plati i pro n=k+1. Upravujme postupné vyraz na pravé
strané:

froafres + (=D = fraa(fit +fr2) + (18T = £, + frafiz + (DM = fify
+(_1 )k+ fk+1fk°2 o= (_1 )’“1 = (fk + fk+1)fk+2 = fioz °

Teoreticky je tedy pro popsanou premeénu ctverce v obdélnik mozné
pouzit libovolna tfi po sobé jdouci Fibonacciho Cisla. Pro trojici mensich
Cisel nez 5, 8, 13 je vSak rozdil mezi hodnotami tga,fg B tak velky, zZe
nekolineamost bodu A, B, C, D je prili$ zretelna.

Procvicte nyni svij daviip a pokuste se o obdobnou premeénu
obdélniku v jiny obdélnik, zaloZenou na vztahu fp.fp,2 = fa1.fp2 +(=1)"
ktery plati pro libovolna ctyr po sobé jdouci Fibonacciho Cisla.



Fibonacciho cisla a Pythagorova veéta.

V roce 1948 poprvé publikoval Ch. Raine svuj poznatek, Ze kdyz
vezme Ctyfi po sobé jdouci Fibonacciho &isla, napf. 3, 5, , 8, 13, pak
soudin vnéjsich &isel a dvojnasobek soudinu vnitinich &isel predstawuji
délky odvésen pravouhlého trojahelniku s celodiselnou délkou prepony.

Ve zvoleném pripadé skutecné a=3.13=39, b=258=80 jsou
délky odvésen pravouhlého trojihelniku s  preponou  délky
c=4392+802 =89 . Piitom 89 je také Fibonacciho Cislo, které je
souétem Etvercd vnitfnich &isel, tzn. 89=52+82 . Navic jesté obsah
trojuhelniku S= -39 80=1560=3.5.8.13.. '

Oznac¢me nyni dvé libovolna sousedni Fibonacciho cnsla s,t, po nich
budou nasledovat gisla s+f, s+2f Pak a= s(s+2t) s? + 2st,
b=2t(s+1t)=2st+212, c?=(s? +2st) +(2st+2t2)% = s + 453t + 45212+
+4521? + 8st3 +4t° = (s? + 2st + 2t2) Tedy délka pfepony trojuhelniku je
celé Gislo c=s2+2st+2(2=12+(s+1)? Pro obsah pravouhlého
trojuhelniku plati
S = 3(s? + 2st)(2st + 212) = (s? + 2st)(st + 1?) = s.t.(s + ) (s + 2f)

Tabulka 2
. Poradi Fib.&. Zapis Fib.&. :
n S
n+1 t ' ;
n+2 s+t = 1. (s*f) ’
n+3 s+2t = 1t +1.(st) (
| 2s+3¢ = 1t +2(st) §
© 3s+5¢ = 2t +3(sH) {
5s+8t = 3.t +5(s+) |
T 2043 t L +H(sH) (sH) |

V tabulce 2 jsou Fibonacciho Cisla zapsana pomoci proménnych s,t.
FocCinaje Cislem s poradim n+3 jsou vyjadfena jako linearni kombinace
proménnych t s+, pricemZ koeficienty v této kombinaci jsou vidy dvé
sousedni Fibonacciho &isla. Z tabulky je vidét, e c=t2+(s+)° je
skutecné Fibonacciho Cislo. Zbyva jesté otazka, kolikaté v poradi ¢lenu
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Fibonacciho posloupnosti toto Cislo je ? | zde z Gdaju v tabulce snadno
pozname, 2e jde o Ccislo s poradim 2n+3. Pritom také
2n+3 = -%[n +(n+1)+(n+2)+(n+3)], coZ je polovina souctu poradi Ctyr
puvodnich &lsel ve Fibonacciho posloupnosti.

Vysledky predchozich tvah lze zformulovat do dvou obecné platnych
vztaht mezi Fibonacciho Cisly:

1. (fafna)’ +(fnafa2) =Fpa
' 2. ff“gl +ﬁ,,2=f2m3 g

- Dukazy téchto tvrzeni matematickou indukci nebudeme provadét,
protoze jde o pomémeé zdlouhavou, ale’ rutinni zéleiitost:

Uvedené dva pripady pouze zhruba naznacuji, jak se pomémé
jednoduché vztahy mezi Eleny Fibonacciho posloupnosti, kterych se diky
velice prirozenému rekurentnimu predpisu da dokazat cela fada, uplatiuji
- v rozmanitych situacich. DalSi moznosti poskytuje tzv. Binetuv vzorec,
. coz je funkeni'predpis pro n-ty dlen Fibonacciho posloupnosti. S nim také
souvisi zfejmé nejpopulaméjsi uziti Fibonacciho Cisel pfi déleni Usecky
podile ziatého fezu.
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Vorobjev, N.N.: Fibonacciova Cisla. SNTL, Praha 1953.

Matematik je dokonalym jen natolik,
nakolik je dokonalym Clovékem,
nakolik v sobé citi to krasno,
které je vlastné pravda:
jen tehdy je jeho prace dukladna,
¢ista, jasna, odusevnela,
skuteéné dokonala.

J.W.Goethe



