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NETRADICNI VYUZITI POIMU SLOZENA FUNKCE
NA STREDNI SKOLE*

PETR EISEMANN, PdF UJEP Usti n. Labem

Vyznamnym faktorem ovliviiujicim efektivitu vyuky matemati-
ky je nesporné mira tvofivosti, se kterou studenti pfistupuji a mo-
hou pristupovat (!) k feSeni matematickych problémi i ke studiu
matematiky obecné. Jednou z moznosti, jak prispét ke zlepseni po-
méru mezi standardni, ,neobjevitelskou® ¢innosti studentii a Cin-
nosti vyzadujici jejich kreativni p¥istup, je formulovat se studenty
jednoduché matematické véty, dokazovat je ¢i vyvracet vhodnymi
protipfiklady. Ve vyuce pritom musi byt tyto naméty prezento-
vany tak, aby studenti sami pocitovali nutnost formulovat uréi-
té véty, zabyvat se pfedpoklady jejich platnosti a zobecnovat je.
To miiZze nastat tehdy, budou-li tyto véty usnadnovat vypocty a
rozhodovani, zjednodusovat vysetfovani, budou-li tedy studentim
v dané situaci uziteéné.

Jeden z moznych naméti k takové ¢innosti popisuji ve svém
prispévku. Zaradit do vyuky by se jako celek dal do ctvrtého,
tfetiho ¢i druhého ro¢niku gymnazia. Bezprostfednim cilem jeho
prezentace ve vyuce je formulace dvou tvrzeni uzitecnych pfi
vySetfovani prubéhu funkci a jejich aktivni pouzivani.

Vhodnou motivaci zde mize byt napfiklad dloha vysetfit
prubéh a nakreslit graf funkce

z2(z) = (22 -2z +2)°

Pro studenty predstavuje toto zadani ngstandardni Glohu, nebot
uvedena funkce neni jednim ze zdkladnich druhu funkci, s jejichz
vlastnostmi se studenti ve druhém ro¢niku seznamuji. ,,Univerzal-
ni“ a oblibend dosazovaci metoda, ke které se studenti v tomto
pripadé nejcastéji obraceji, jisté neni postup, ktery by mél ucitel

*Ukazka z Gspésné obhajené kandidatské disertaéni prace.
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ve vyuce jako zdkladni metodu pro vysetfovani pribéhu funkci
podporovat.

Klicem k efektivnimu feSeni zde mize byt vnimat zadanou
funkei z(z) jako funkci slozenou:

2(z) = (f o g)(z) = f(9(2)),

kde f(y) = v* a g(z) = 22 — 2z + 2. Jiz od druhého roéniku maji
studenti k dispozici metodu, pomoci niz jsou schopni nakreslit graf
vnitfni funkce g (obr.1).

-

obr.1
Ta je rostouci na intervalu (1,00). Pomoci obrazku grafu lze
dovést studenty k vysloveni hypotézy, Ze umocnovanim funkce g
na tfeti se v intervalu (1, o) rist funkce zachové a ze tedy isloZena
funkce (fog)(z) bude na tomto intervalu rostouci. Tuto hypotézu
je nyni mozné zobecnit pro pripad funkce slozené z rostouci vnitrni

funkce g(z) na intervalu I a rostouci vnéjsi funkce f(y) na mnoziné
M D g(I). Pak totiz plati

Yy, y2 € M; 11 < y2 = f(y1) < f(y2),
Vzi,29 € I; 21 < 22 = g(z1) < g(z2).

Protoze
Veel;, g(z) e M

, plati

Ve, 29 € I; o1 < 2 = f(g(21)) < f(g(x2)).
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Vysledkem probirani dalsich moznych pfipadi (rostouci slozena
s klesajici, klesajici slozena s rostouci a klesajici slozena s klesajici)
Jsou nasledujici dvé véty. K nim jsem prifadil jesté tvrzeni tykajici
se extrému slozenych funkci. Ta je mozné formulovat pro lokalni
extrémy (Ctvrty rocnik) i pro extrémy funkce na mnoziné.

V1 Necht funkce g(z) je definovana na intervalu I, necht
funkce f(y) je definovana a rostouci na mnoziné M D g(I).
Potom plati:

a) Je-li funkce g rostouci, resp. klesajici na I, je 1 funkce
f o g rostouci, resp. klesajici na I.

b) Mé&-li funkce g v bodé ¢ € I maximum, resp. minimum
na I, maifunkce fog v bodé ¢ maximum, resp. minimum
na /.

c) Ma-li funkce g ve vnitinim bodé ¢ intervalu I lokalni
maximum, resp. minimum, ma 1 funkce f o g v bodé ¢
lokalni maximum, resp. minimum.

V2 Necht funkce g je definovdna na intervalu I, necht funkce
f je definovana a klesajici na mnoziné M D g(I). Potom
plati:

a) Je-li funkce g rostouci, resp. klesajici na I, je funkce
f o g klesajici, resp. rostouci na I.

b) Ma-li funkce g v bodé ¢ € I maximum, resp. minimum
na I, ma funkce fog v bodé ¢ minimum, resp. maximum
na /.

c¢) Ma-li funkce g ve vnitinim bodé ¢ intervalu I lokalni
maximum, resp. minimum, ma funkce fog v bodé c lokalni
minimum, resp. maximuim.

Dikazy vSech tvrzeni obou vét jsou podobné jako vyse uvedeny
dikaz prvniho tvrzeni bodu a) véty V1 jednoduché a vyplyvaji
bezprostfedné z definic pouzitych pojmaii.

Vratme se nyni k Gloze nakreslit graf funkce

2(z) = (z? — 2z 4+ 2)3.
Vnéjsi funkce

fly)=¢°
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Je rostouci na R, slozend funkce f o g tedy bude podle V1
zachovavat na definiénim oboru funkce g druh jeji monoténnosti.
Tento poznatek nam jiz vyrazné pomize nakreslit graf zadané

funkce z (obr.2).

obr.2
Podobna situace nastava napriklad u funkce

z2(z) = V&2 +5
Pomoci V1 lze rychle vysetfit 1 napfiklad pribéh funkce
Z(I:) = 2::3—31:,

nebot vnéjsi funkce
fly) =2

je rostouci na mnoziné R, ktera je oborem hodnot funkce g(z) =
= 23 -3z (obr.3). Z jejiho grafu Ize tedy vzhledem ke zfejmé nez4-
pornosti funkce z a s pfihlédnutim k lim; o 2(z) a limg—, o 2(z)
(v nizsich ro¢nicich tfeba jen intuitivné pojatym) pfimo usuzovat
na prubéh slozené funkce z (obr.4).

Prubéh funkce ;

z2+4+5

2]} =
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Ize zase elegantné vysSetfit pouzitim V2. Vnéjsi funkce

1
f(y)=§

je totiz klesajici na (0,00) D (5,00) = H,. Podle této véty se tedy
druh monoténnosti slozené funkce v kazdém intervalu, v némz je
vnitini funkce g(z) = 22 +5 ryze monoténni, zméni. Podle tvrzen{
b) V2 bude mit slozena funkce fog v bodé 0 maximum. Vzhledem
k limg oo 2(z) 1ze tedy pFimo z grafu funkce g usuzovat na pribéh
slozené funkce z (obr.5).

obr. 5
Vhodnym doplikem k uvedenym dvéma vétam a zaroven uzi-
tecnym a jednoduchym cvi¢enim mohou byt formulace a dikazy
vét o vlastnostech souctu monoténnich funkci. Minim tim jed-
noduchoucka tvrzeni, Ze totiz souétem funkci f a g rostoucich,
resp. klesajicich na mnoziné M, je opét funkce rostouci, resp. kle-
sajici na M. Bude velice uzite¢né, budou-li studenti na zakladé
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vhodnych prikladi funkci formulovat i1 hypotézy o vlastnostech
souctu rostouci a klesajici funkce, souéinu dvou rostoucich, resp.
klesajicich funkci a soucinu rostouci a klesajici funkce na mnozi-
né. Zde budou pochopitelné v ditkkazech domnélych vét nardzet na
prekazky, zamitat navrzené hypotézy a vyvracet je vhodnymi pro-
tiptiklady ¢i oslabovat predpoklady navrhovanych vét. Tuto ¢ast
prace pokladam za stejné prinosnou, objevitelskou a tviréi jako
formulace a diikazy predchozich platnych vét.

Domnivam se, ze realizace tohoto ndmétu ve vyuce nemusi spl-
nit pouze v iivodu vytyceny kol umoznit studentiim objevovat,
formulovat hypotézy, dokazovat vlastni matematické véty a roz-
vijet tak jejich kreativni pFistup k matematice, ale ze mizZe byt
uziteéna i z hlediska dosazeni dobrych znalosti o funkcich. Aktivni
pouziti uvedené sady vét totiz studentim ve druhém a tfetim roc-
niku gymnéazia umoznuje vySetfovat priibéhy funkci, u nichz by
to jinak bez pouziti diferencidlniho poctu bylo obtizné ¢i zdlouha-
vé.Ale 1 tam, kde se metody vysSetfovani pribéhu funkci pomoci
diferencidlniho poctu prezentuji (na gymnéaziu ve ¢tvrtém rocni-
ku), umoznuje leckdy uvedeny pfistup rychlejsi a elegantnéjsi na-
kresleni grafu funkce nez zminénymi prostfedky diferencidlniho
poctu.- K tém navic studenti casto pfistupuji zcela algoritmicky
(vySetfi nulové body, vypoéti prvni derivaci, poloz ji rovnu nule,
vySetii, kdy je vétsi, resp. mensi nez nula, vypocti druhou derivaci
atd.). Kromé nesmyslného dodrzovéani vSech bodi tohoto postupu
to casto vede k tomu, ze studenti jej zbytecné nasazuji u velice jed-
noduchych funkci, délaji pfitom chyby v feseni nerovnic vzniklych
derivovanim apod.

Na zavér chei uz jen doplnit, Zze podobna tvrzeni uzitecna
pro vysSetfovani vlastnosti a pribéht funkci se daji se studenty
,objevovat“ formulovat a dokazovat i1 v pripadé sklddani, s¢itani
a nasobeni funkci sudych, lichych, omezenych ¢i periodickych.



