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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 25.-30.4. 1994 se uskuteénilo v Jevicku III. kolo 43.
ro¢niku MO, kategorii A a P. Letos poprvé probéhla olympiada
pouze v rdmci CR. V roce 1993, kdy se konal 42. roénik MO,
soutézili jesté spoleéné studenti CR a SR. Poradatelstvi bylo své-
feno )iz podruhé gymnaziu v Jevicku, které je schopné vytvorit
pro poradani takové soutéze dobré podminky, a to za plného pro-
vozu Skoly a domova mladeze. Na zakladé vysledkt II. kola se
do Jevicka sjelo 50 nejlepsich matematiki a 30 nejlepsich progra-
matorld. Slavnostni zahajeni matematické ¢asti soutéze probéhlo
v nedéli 24. dubna ve 20.00 hod. v aule gymnazia za pritomnosti
Mgr. Zlatuse Zitkové, zadstupkyné MSMT, doc. RNDr. Leo Boéka,
CSc., predsedy UV MO, Petra Spécila, starosty mésta Jevicka, a
RNDr. Daga Hrubého, feditele gymnazia. Programatofi slavnost-
né zahajili ve stredu 27. 4. 1994 vecer, rovnéz v aule gymnazia.
Soutézici byli uvitani doc. RNDr. Vaclavem Sedlackem, CSc. a
RNDr. Josefem Topferem, CSc., kteri Fidili programatorskou cast
MO. Vlastni soutéz pak probihala ve velkém sale hotelu Morava.
Matematici soutézili v pondéli a utery, programatori ve ctvrtek
a patek. Vyhlaseni vitézi probéhlo ve stfedu pro matematiky a
v sobotu pro programatory. V ramci soutéze se uskutecnilo také
zasedani UV MO, které se zabyvalo koncepci MO v dalsich letech
a otazkou reprezentace CR v MMO.

Ctenafe budou asi vice zajimat tlohy, které soutézici Fesili.
Uvadime zadani vsech prikladid III. kola MO kategorie A, jejich
vzorova reSeni a umisténi vsech soutézicich.

V pfistim éisle uvedeme obdobné informace o kategorii P.

DAG HruBY
Gymndzium Jevicko
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43-A-111
Jevicko 25.-28. dubna 1994

1. Necht f : N — N je libovolna funkce na mnoziné prirozenych
Cisel, ktera spliiuje nerovnost

f(=) + f(z +2) < 2f(z + 1)

pro kazdé pfirozené éislo x. Dokazte, Ze potom v roviné existuje
pfimka, na které lezi nekoneéné mnoho bodiu s kartézskymi
soufadnicemi [n, f(n)].

ReSeni. Oznaéme d(z) = f(z + 1) — f(z). Podle zadani tlohy
je funkce d : N — Z nerostouci. Funkce d je ale také nezaporna:
kdyby totiz pro nékteré k bylo d(k) < —1, byla by f ostfe klesajici
pro z > k, a bylo by

S (k)
flk+ f(k)+1) = f(k) + > d(k +1) <
1i=0

< f(k) + d(k)(f(k) + 1) < f(k) - (f(k) +1) = -1 <0.

Je tedy d(1) > d(2) > --- > 0 a existuje ¢ € N U {0}
a ng € N takové, ze pro kazdé z > ng je d(z) = ¢, neboli
f(z) = f(no) + ¢(x — no). Pak ale viechny body [z, f(z)], z > ny,
lezi v jedné pfimce.

2. V kvadru o objemu V je umistén konvexni mnohostén M.
Kolmy primét mnohosténu M do kazdé stény kvadru je totozny
s touto sténou. Jaky nejmensi objem mize mit M7

ReSeni. Oznaéme vrcholy jedné podstavy kvadru A, B,C,D a
vrcholy ve druhé podstavé E| F, G, H (tak, ze AE, BF, CG, DH
tvofi hrany). Prinik mnohosténu M s kazdou hranou kvadru musi
byt neprazdny. Vyberme tedy na kazdé hrané kvadru jeden bod
patfici mnohosténu M a oznaéme M’ konvexni obal téchto 12 (ne
nutné riznych) bodi. Mnohostén M’ vznikne z kvadru odfiznutim
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osmi rohovych &tyrsténi, jejichz objemy odhadneme po seskupeni
do dvojic podle hran AE, BF, CG, DH.

Necht X,Y,Z, U,V jsou po fadé vrcholy mnohosténu M’, lezici
na hranach AB, AD, AE, EF, EH (obr. 1). Oznaime z = |[AX]|,
y=|AY|, 2 =|AZ|,u= |EU|,v=|EV|,w=|EZ| aa=|AB|,
b= |BC|, ¢ = |AFE|. Pfitom z,u < a, y,v < ba 2z +w = c. Potom
dostavame

V(AXY Z) + V(EUVZ) = %(xyz rp——

< %(abz + abw) = éab(z + w) = éabc = %V.

Protoze M’ vznikl odfiznutim &tyf takovychto dvojic rohovych
ctyrsténi, je
4

V(M) 2 V(M) 2V -2V = %V.
VH - G G
\
E T E
Z
D C b\
A X B B
obr. 1 obr. 2

Hodnoty :V nabyva napf. objem &tyfsténu BDEG (obr. 2).
TudiZz Vipin = %V.

3. V roviné je nakreslen konvexni 1994-thelnik M a nékteré
jeho thlopricky tak, Ze z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna
nakreslend thlopficka. Délkou thlopficky rozumime pocet stran
mnohothelnika M, které tato hlopficka od M odfezava (mini-
mum dvou moznych &isel). Oznaéme (dy,ds, ..., dse7) délky na-
kreslenych thlopfiéek, usporddané sestupné podle velikosti. Roz-
hodnéte, zda je mozno Ghlopficky nakreslit tak, aby
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a) (dy,ds, ..., des7) = (3,...,3,2,2,2,2,2,2),
991 6
b) (d1,ds, . ..,dss7) = (8,8,8,8,6,...6,3,3,3,3,3,3,3,3).
4 985 b %r :

Reseni. Dok4dZzeme néasledujici tvrzeni: Necht v 2n-idhelniku je
vyznaceno n whlopricek tak, Ze z kaZdého vrcholu vychdzi prdvé
jedna. Potom pocet ihlopricek sudé délky je sudy.

DUKAZ: Obarvéme vrcholy 2n-thelnika stfidavé bile a cerné,
mame tedy n bilych a n cernych vrcholi, kazda strana 2n-
tihelnika spojuje jeden bily a jeden ¢erny vrchol. Uhlopficky
sudé délky spojuji vrcholy stejné barvy, uhlopricky liché délky
spojuji vrcholy riznych barev. Pfitom bilo-bilych thlopricek je
stejné jako cerno-cernych (po odstranéni vrcholi spojenych bilo-
¢ernymi Ghloprickami ziistane stejny pocet ¢ernych i bilych bodi).
Jednobarevnych thlopfricek je tedy sudy pocet.

JINY DOKAZ: Oznaéme thlopficky uy, us, ..., u,. Protoze nim
jde o kombinatorické vlastnosti, mizeme predpokladat, ze zadné
tf1 thlopficky neprochazeji jednim bodem. Oznacme jesté a; pocet
uhlopfticek, které protinaji Ghlopricku u; a pociteyme celkovy pocet
pruseciki vyznacenych uhlopricek P. Z pocitani dvéma zpusoby
plyne 2P = E?___l a; a nutné pocet thlopficek s lichym a; je sudy.
Pfitom uhlopficka u; délky d; odrezava d; — 1 vrcholi, z nichz
vychazi celkem d; — 1 Ghlopricek. Ty z nich, které neprotinaji u;,
vyuziji kazdé pravé dva z d; — 1 vrcholi. Je tedy a; = d; — 1 (mod
2), tj. a; je liché, pravé kdyz d; je sudé.

V pripadé b) se pozaduje 985 uhlopricek délky 6 a 4 Ghlopricky
délky 8, to je celkem 989 thlopricek sudé délky, a proto je v tomto
pfipadé odpovéd NE.

Pro pfipad a) je odpovéd ANO. Oznaime vrcholy 1 994-
thelnika po fadé X, Xo,... X994 a vyzna¢me uhlopricky:

X1X3, X2, X5, X4X6 (jedna délky 3 a dvé délky 2);

X7X9, XgXlo, X11X13, X12X14 (Etyfi ﬁhlopfiéky délky 2),

Xot6iX12+6i, X1046iX13+6i, X11+6iX1446i, ¢ = 1,2,...,330
(990 Ghlopricek délky 3).
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4. Necht (a,)5%, je libovolnd posloupnost pfirozenych &isel
takovd, ze pro kazdé n je &islo (ap — 1)(an — 2)...(an — n?)
celym kladnym nasobkem ¢isla n?2—1. Potom pro kazdou koneénou
mnozinu prvocisel P plati nerovnost

2

ey logp ap
Dokazte.
Reéeni. Necht’ n = p je prvodislo. Z &isel a, — 1, a, —2, Loy @p — p?
je pravé p délitelnych &islem p. Z toho pro p—1 &isel je p! nejvyssi
mocnina p, kterd je déli. Pravé jedno z &isel a,—1,a,—2, ..., a,—p?

je délitelné p?, ovsem toto &islo (oznaéme je napf. ap,—i, a,—i > 0)
muze byt délitelné i vyssi mocninou p. Necht z je takové prirozené
tislo, ze p®|(ap — i) a p"t! { (ap — 7). NejvySsi mocnina p, kterd
déli souéin (a, — 1)(ap — 2)...(ap — p?), je tedy p*+P~1.

(a,,—l)(a;;{);..(a,—p’) welé &

kladné, je nutné p> —1 < z+p—1, a tedy z > p? — p. Je tedy
v . 2 v ’ v/ 4
téz a, > ap, — i > p® > p? ~P. Proto pro kazdé prvoéislo p je
log, ap, > p* — p. o
Pro konefnou mnozinu prvoéisel P oznacme k jeji nejvétsi
prvek. Potom mame

Protoze podle zadani alohy je cislo

k

1 1
;logp ap ;pz—psgii’—i—
A T 1
_Zz(z—l ;(i—l_?)'l_i<l

5. Oznaéme A, By, C; paty vySek ostrotihlého trojihelnika
ABC' a V jejich priselik. Jestlize trojihelniky AC,V, BA,V,
CB;V maji stejny obsah, plyne odtud, Ze trojihelnik ABC je
rovnostranny?

Reseni. Ano. Plati totiZz toto tvrzeni: JestliZe se prFicky AA;,
BB, CCy protinaji v bodé V a trojihelniky AC,V, BA,V,CBV
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maji steyny obsah, je V tézisté AABC. A trojihelnik, jehoz téz-
nice splyva s vyskou, je zfejmé rovnoramenny. Trojthelnik ABC,
jehoz dvé téznice jsou zaroven vyskami, je tedy rovnostranny.

K dikazu pomocného tvrzeni oznaéme po fadé z, y, z, v obsahy
trojuhelniki VBA;, VBC;, VCA; a VAB; (obr. 3). Plati

|AC1| = 2z+4v

ICiB] "y z+y+z’
odkud po Gpravé ziskdme rovnost
z(z + 2) :,y(a: + v).
Podobné plati
r(z+v)=z2(x+y) a z(z+y) =v(z+2).

Predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, Ze y > z > v. Protoze
z+v <z+y,zrovnosti z(z + v) = 2z(z + y) plyne z > z, a tedy
z > v. Podobné z nerovnosti z(z + y) = v(z + z) plyne z < v.
Jetedy £ = z = v, atudiz i ¢ = y. V tom pfipadé jsou ale body
A, By, C stfedy stran trojihelnika ABC a V jeho tézisté.

6. Dokazte, ze z kazdé Ctverfice riznych cisel lezicich v intervalu
(0,1) 1ze vybrat dvé éisla a # b tak, aby platila nerovnost

i vinney L LIS
V(1 —-a?)(1 b%) > o7 + 5= —ab— o—.
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Reseni. Kazdé &islo z intervalu (0,1) je tvaru cosa, kde a €

(0, %w) Proto z kazdé ctverfice takovych riznych éisel mizZeme
vybrat @ = cosa a b = cos § tak, aby 0 < |a — f| < 3 - 7 = ¢

Nerovnost cos(a — 8) > 11/3 miZeme prepsat do tvaru

ab+ /(1 - a?)(1 - b2) > —\-/2—§,

odkud po umocnéni na druhou a pravé dostaneme

2ab\/(1 — a?)(1 — b2) > a? + b% — 24%b* - :11-,

takze po déleni ¢éislem 2ab dostaneme dokazovanou nerovnost.

Vysledky III. kola kategorie A 43. roéniku MO

David Pavlica 3.r Gy M.Kop. Bilovec 17. listopadu 29
Martin Nedesal 3.r. Gy Brno kpt. Jarose 28
Robert Samal 3.r Gy Praha 5 Zborovska 27
Petr Kanovsky 3xr Gy Brno kpt. Jarose 26
Libor Masicek 3.r Gy Brno kpt. Jarose 26
Jan Mach 4.r Gy M.Kop. Bilovec 17. listopadu 24
David Opéla 2.r Gy M.Kop. Bilovec 17. listopadu 24
Filip Krska 3r Gy Brno kpt, Jarose 23
Jan Vanék 4.r Gy Praha 5 Zborovska 23
Michal Fabinger 3.r Gy Praha 6 Nad aleji 14
Michal Benes 2.r Gy Praha 5 Zborovska 21
Michaela Prokesova 3.r Gy C. Budéjovice Jirovcova 20
Jan Rychtar 3.r Gy Strakonice Machova 20
FrantiSek Sanda 4.r Gy J.Vrchl. Klatovy Nar.mudedniku 18
Jaroslav Sevéik 4.r Gy Brno kpt. Jarose 18
Karel Vyborny 2.r Gy Praha 5 Zborovska 18

Igor Gliicksmann 4.r Gy Pisek Komenského 17
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Stanislav Hencl
Jitka Necasova
Petr Vilim
Milan Hokr

Jan Hradil
Michal Johanis
Daniel Kral
Karel Svadlenka
Pavel Korber
Jaromir Fiurasek
Jan Foniok
Robert Pelikan
Ondrej Pangrac
Norbert Vanék
Jan Hora

Lenka Barikova
Roman Otec
Pavel Kundrat
Mikulas Pinos
Jan Strejéek
Michal Kaut
Jan Onderek
Alena Pisova
Martin Jaro$
Libor Snobl
Jitka Lhotska
Jiri Vanék

Petr Dub
Vaclav Finék
Tomas Mrkvicka
Marek Vecka

4.r Gy

4.r Gy

2.r Gy M.Kop.
4.r Gy

4r Gy

4.r Gy J.K.Tyla
2.r Gy

3.r Gy

4.r Gy

4.r Gy

2.r Gy M.Kop.
4.r Gy

4.r Gy

3.r Gy

4.r Gy

4.r Gy

4.r Gy

3.r Gy

4.r Gy

3.r Gy

Pardubice
Praha 5
Bilovec
Praha 5

Brno

Dasicka
Zborovska
17. listopadu
Zborovska

kpt. Jarose

Hradec Kralové Tylovo nabrezi

Zlin

C.Budéjovice

Praha 5
Prerov
Bilovec
Plzen
Pelhfimov
Praha 5
Praha 5

Brno

C.Budéjovice

Praha 5
Brno

Brno

4.r Gy F.X.Saldy Liberec 11

3.r Gy
3.r Gy
3.r Gy
4.r Gy
4.r Gy
2.r Gy
3.r SPSE
4.r SZeS
4.r Gy
4.r Gy

Iveta Tomenendalova 4.r Gy
3.r Gy F.X.Saldy Liberec 11

Pavel Strnad

Ostrava
Pardubice
Benesov
Praha 5
Plzen
Praha 5
Mohelnice
Blatna
Strakonice
Domatzlice

Jihlava

Lesni &tvrt
Jirovcova
Zborovska
Komenského
17. listopadu
Mikulasské nam.
Jirsikova
Zborovska
Zborovska
kpt. Jarose
Jirovcova
Zborovska
kpt. Jarose
kpt. Jarose
Partyzanska
dr. Smerala
Dasicka
Husova
Zborovska
Mikulasské nam.
Zborovska
gen.Svobody
V Jezarkach
Machova
Pivovarska
J.Masaryka

Partyzanska

W s v v v 0t OO N 00 00O O ©



