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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 23.-29. 4. 1995 se uskutecnilo v Jevicku III. kolo 44.
rocniku MO, kategorie A a P. Poradatelstvi bylo svéfeno jiz po-
treti za sebou gymnaziu v Jevicku, kde je mozné poradat takovou
soutéz za plného provozu skoly a domova mladeze. Do Jevicka
postoupilo 50 nejlepsich matematikti a 32 programator.

Matematicka ¢ast olympiddy byla slavnostné zahajena v nedéli
23. dubna ve 20,30 hod. v aule gymnazia za pritomnosti zastupce
MSMT Mgr. Jana Tomase, feditele spravy $kolstvi v Cechach a
v Praze, doc. RNDr. Leo Bo¢ka, CSc., predsedy UVMO a RNDr.
Daga Hrubého, feditele gymnazia. Programatori slavnostné zaha-
jili ve stfedu 26. 4. vecer, rovnéz v aule gymnazia, kde je privital
doc. RNDr. Vaclav Sedlacek, CSc. a RNDr. Pavel Topfer, CSc.,
ktefi Fidili programatorskou ¢ast MO. Vlastni soutéz probihala ve
velkém séle hotelu Morava. Vyjimkou byly posledni dva priklady
v kategorii P, které resili soutézici v pocitacové ucebné na gym-
naziu. VyhlaSeni vitézii probéhlo ve stfedu pro matematiky a v
sobotu pro programatory. V ramci soutéze se konalo také zasedani
UVMO.

Predkladame zadani a feseni vsSech pfikladu III. kola kategorie
A a umisténi vSech soutézicich obou kategorii.

DAG HRUBY
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44-A-111

1. Je dan étyistén ABC D, pro néjz plati
|{BAC|+|{£CAD|+|{£DAB| = |{ABC|+|£CBD|+|{DBA| = 180°.
Dokazte, ze |CD| 2 |AB|.

2. Urcete kladna realna Cisla z a y, vite-li, Ze prumeéry

x4+ Yy

a:T)g:\/x’h:

2zy b z?2 4 y?
t+y 2

jsou prirozena cisla, jejichz soucet se rovna 66.

3. V roviné je dano pét ruznych bodu a pét riznych primek.
Dokazte, ze z nich lze vybrat dva rtizné body a dvé rizné primky
tak, aby zadny z obou vybranych bodi nelezel na zadné z obou
vybranych primek.

4. Rozhodnéte, zda existuje 10 000 desetimistnych cisel déli-
telnych sedmi, ktera jsou zapsana stejnou skupinou deseti ¢islic
v riznych poradich.

5. Na kruznici k o stfedu S jsou dany body A a B tak, ze tétiva
AB je z bodu S vidét pod thlem 90° . Kruznice ki, ko se dotykaji
zevnitt kruznice k£ po radé v bodech A, B a navic se navzajem
vné dotykaji v bodé Z. Kruznice k3 lezici uvnittf thlu ASB se
dotyka (zevnitf) kruznice k v bodé C a (vné) kruznic ky, ks po
fadé v bodech X,Y. Dokazte, ze Gsecku XY je z bodu C vidét
pod thlem 45°.

6. Pro ktera realna cisla p ma rovnice

(1) 23— 2p(p+ Dz2+ (p* +4p°> - 1)z - 3p*> =0
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tf1 rizné koreny, jez jsou délkami stran nékterého pravoihlého
trojahelniku?

ReSeni p¥. 1. Na obr. 1 je sit daného &tyfsténu vzniklého
otoCenim stén ABD, BCD a CAD kolem hran stény ABC

Dy

Obr. 1

do jeji roviny. Rovnosti zeizadani tlohy znamenayji, ze jak body Dy,
A a D3 tak 1 body Dy, B a D, lezi v primce. Proto je usecka AB
stfedni prickou trojuhelniku Dy Dy D3, coz spolu s trojihelnikovou
nerovnosti pro trojici bodu Dy, C' a D3 vede k odhadu

2|AB| = |D2Ds| £ |D-C| + |CDs| = 2|CD]|.

Tim je nerovnost |C'D| 2 |AB| dokazana.

Reseni pr. 2. Protoze ¢islo 66 neni délitelné étyfmi, nemiize
platit a = ¢ = h = k, takze jak dobre vime, plati h < g <
< a < k. Oznacme c nejvétsi spolecny délitel éisel a, g. Pak a =
= cay a g = cgy, pricemz g; < a; jsou nesoudélna prirozena Cisla.

2 2 . 7 P vy v
Protoze h = L- = L je &islo ¢ délitelné cislem ay, tedy ¢ = da;
pro vhodné prirozené cislo d. Dostavame tak vyjadreni primeéri
pomoci cisel d, ay, g7 :

h = dg%ag = dalgl,a = da%,k = \/2&2 —gc = da]\/?d%—g%.

Protoze druhd odmocnina z pfirozeného ¢éisla je bud prirozené
nebo iracionalni &islo, musi byt &islo \/2a? — g? prirozené (a to
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vétsi nez aj, nebot g; < a;). Proto je leva strana rovnosti

(*) dgf + daig1 + da% -} da“/?af = g% = 66

vétsi nez 2a? (vzhledem k nerovnosti d 2 1 staéi uvazovat jen tieti
a étvrty séitanec). Odtud plyne 2a? < 66, neboli a; £ 5. Snadno
se z)isti, kterd z deseti odmocnin

\/2a?2 —g?, kde 1<g1<a; £5

je rovna pfirozenému éislu: takova je jediné odmocnina /2 - 52 — 12
pro a; = 5 a g; = 1. Dosazenim do (*) zjistime, ze d = 1. Priméry
(h,g,a,k) = (1,5,25,35) ma dvojice kofenti rovnice t? —50t+25 =
=0, tedy dvojice &sel {z,y} = {25 + 10v/6,25 — 10/6}.

Reseni p¥. 3. Oznaéme dané body A, A,, ..., As, dané pfim-
ky p1,p2,...,ps a rozliSme dva pripady:

I) Na kazdé dané pFimce leii nejvyse dva dané body. Kdyby
A; € pj N pg pro nékteré indexy ¢ a j # k, platilo by A; € p; Upg
pro nejvyse tfi hodnoty x (vcetné z = 1), takze by zbylé dva dané
body spolu s pfimkami p;, pr tvorily vhodny vybér. V opacném
pripadé by kazdym bodem A;, prochéazela nejvyse jedna primka
p;; pak by dokonce nékteré tfi pfimky p; neprochéazely ani bodem
Ay, ani bodem As.

I1) Na nékteré dané primce lezi aspon t7i dané body. Necht
napriklad body A, A, a Az lezi na primce p;. Protoze kazda
pfimka p; (j > 1) prochazi nejvyse jednim z bodi Ay, Az, A3
(jinak by bylo p; = p1), mizeme ji prifadit dvouprvkovou mnozi-
nu M; C {Ay, A2, As} takovou, ze p; N M; = (. Avsak tfiprvkova
mnozina ma pouze tfi ruzné dvouprvkové podmnoziny, takze né-
které dvé ze ctyr mnozin Mo, M3, M4 a Ms jsou stejné. Pri vhod-
ném oc&islovani bodi a pfimek tedy plati My = M3 = {A, Az},
To znamena, ze je mozné vybrat body A, As a pfimky ps, ps.

Reseni p¥. 4. Viechna desetimistné éisla rozdélme do skupin
tak, aby dvé cisla padla do téze skupiny, pravé kdyz jsou zapsana
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stejnym souborem deseti cifer. Podle vzorce pro pocet kombinaci
s opakovanim existuje pravé (199) riiznych neusporadanych soubo-
rtt deseti &islic. ProtoZe je mezi nimi i soubor deseti nul, je pocet
zminénych skupin, do kterych jsme rozdélili vsechna desetimistna

¢isla, roven ¢islu

19 19-18-...-11
—-1= ~1=19-17-13-11-2—1 = 92377 < 105.
(9) =i 19-17-13-11-2 92377 < 10

Pocet desetimistnych nasobkili sedmi je vSak zfejmé vétsi nez 10°.
Proto se v nékteré ze zminénych skupin vyskytuje vice nez 105 =
— 10% &isel délitelnych sedmi. Tvrzeni ze zadani Glohy tedy plati.

Reseni p¥. 5. Necht k(S,7) a ki(S;i, ;) jsou zminéné kruznice
(obr. 2). Trojthelnik SS;S; se stranami délek

(1) |SSl =r—"ri, |552l:7'—7'2, |5152|:7’1+7’2

m4 podle zadani pravy thel pfi vrcholu S. Na obr. 2 je tento

Obr. 2 Obr. 3

trojthelnik doplnén na pravothelnik SS;DS;. Novy bod D ma
podle (1) od bodi Sy, S, .S vzdélenosti

(2) |DS1| =7 —re, |DS2|=7r—r1, |DS| =7 —re.
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Z trojuhelnikové nerovnosti |S;.S2| < |SS1|+|SSz| vzhledem k (1)
okamzité plyne ry +ro < r. Proto je mozné uvazovat o kruznici se
stfedem D a polomérem rovnym r — r; — 72 (neoznacend kruznice
na obr. 2 lezici v Ghlu ASB). Tato kruznice ma podle (2) vSechny
vlastnosti kruznice k3 z textu ulohy: dotyka se zevnitf kruznice
k a vné kruznic kq, ky. Protoze kruznice k3 je pro dané kruznice
k,ky a ko jedina, plati S3 = D a r3 = r — r{ — ry. Podle véty
o obvodovém a stfedovém Ghlu to znamena (obr. 3), ze

£XCY| = % _|4S1DS,| = % 190° = 45°.

Tim je dikaz hotov.

Reseni pi. 6. Pro kladné kofeny a,b,c, 0 < a < b < ¢, rovnice
(1) musi platit Pythagorova véta a? + b? = ¢? a Viétovy vzorce

(2) a4+b+c=2p(p+1), ab+bc+ac = p*+4p®>—1, abc = 3p°.

Dostavame tak

22 =a’ + b2+ ct=(a+b+c)—2(ab+bc+ac)=
=4p*(p+1)° - 200" +4p° - 1) = 2(p° + 1)°,
tj. ¢ = p? + 1. Proto ze vzorci (2) dale plyne
a+b=2p(p+1)—c=p>+2p—1,
ab=p*+4p®> — 1 —c(a+b) = 2p* — 2p.
Cisla a, b jsou tedy kotreny kvadratické rovnice
w?— (p?2+2p— Du+2p° —2p =0,
coZ jsou (po snadném vypoctu) &isla 2p a p? — 1. Odtud plyne
nutna podminka p > 1. Cisla 2p, p? + 1, p? + 1 jsou kofeny (1),
pravé kdyz splnuji treti Vietiv vzorec
2p(p? — 1)(p® + 1) = 3p®, neboli p(2p® + 1)(p* — 2) = 0.

S ohledem na p > 1 tak dostdvame jediné Feseni p = /2, kdy
kofeny (1) jsou tfi &isla 1, 2¢/2 a 3.
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Vysledkova listina 44. ro¢niku celostatniho kola MO

Vitézové

Robert Samal
David Pavlica
Libor Masic¢ek
Filip Krska
Karel Svadlenka
Tomas Barta
Robert Spalek
8. Martin Necesal
9.-10. Petr Kanhovsky
9.-10. Dalibor Smid
11.-12 Michal Benes
11.-12 Michaela Prokesova

N o e W
1
Ao

Uspésni Fesitelé
13. Jan Vybiral
14.-17 Petr Pudlak
14.-17 David Stanovsky
14.-17 Norbert Vanék
14.-17 Samuel Zaji¢ek
18.-19.Milan Roupec
18.-19.Petr Vodstréil
20.  Michal Fabinger
21 Petr Mafik
22.-23 Hedvika Simkova
22.-23 Petr Skovrah

Ostatni tesitelé
24 .-26.Jiri Hajek

24 .-26 Jakub Slovan
24.-26 Karel Vyborny
27.-31 Pavel Kundrat
27.-31 Petr Mares
27.-31.Zbynék Pavlas

kategorie A

Gy Praha 5, Zborovska
GMK Bilovec

Gy Brno, kpt. Jarose

Gy Brno, kpt. Jarose

Gy C.Budgjovice, Jirovcova
Gy Praha 5, Zborovska

Gy Brno, kpt. Jarose

Gy Brno, kpt. Jarose

Gy Brno, kpt. Jarose

Gy  Plzen, Mikulasské nam.
Gy Praha 5, Zborovska

Gy C.Budgjovice, Jirovcova
GMK Bilovec

Gy Praha 5, Zborovska

Gy  Pardubice

Gy Praha 5, Zborovska

Gy Praha 10, Vodéradska
Gy Brno, kpt. Jarose

Gy Poli¢ka

Gy Praha 8, Nad aleji

Gy  Plzen, Mikula$ské nam.
Gy  Plzen, Mikulasské nam.
GMK Bilovec

Gy Praha 5, Zborovska

Gy Plzen, Mikula$ské nam.
Gy  Praha 5, Zborovska

Gy Praha 5, Zborovska
GMK Bilovec

GMK Bilovec
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27.-31.Alena Pisova
27.-31. Tomas Suda
32.-34Jan Onderek
32.-34 Michal Ostatnicky
32.-34 Petr Sokol

35. Michal JeZek
36. Mikulids Pato&ka
37. Tomas Kesl

38.-39 Radek Erban
38.-39.Vojtéch Minarik
40.-43 Daniel Kral
40.-43.Tomas Soukup
40.-43.0ldfich Strazovsky
40.-43.AleS Vocilka

44. Petra Necasova
45.-46 Martin Hadravek
45.-46 Jaroslav Kamenik

47 Vojtéch Ocelik
48. Petr Murmak
49. Terezie Sidlofova

Vysledkova listina celostatniho kola 44. roé¢niku MO
kategorie P

Vitézovée

1. Martin Mare$
2. Jiti Hajek

3: Daniel Kral
4.-6. Martin Necesal

David Stanovsky
Robert Samal
Robert Spalek

8. Pavel Machek

Gy Pardubice

Gy Klatovy

Gy  Ostrava, dr. Smerala
Gy  Praha 5, Zborovska
GJKT Hradec Kralové

Gy Plzen, Mikulasské nam.
Gy Brno, kpt. Jarose
GMK Bilovec

Gy Nova Paka

Gy Jihlava

Gy  Zlin, Lesni &tvrt

Gy Plzeni, Mikuld$ské nam.
Gy  Brno, kpt. Jarose

Gy Brno, kpt. Jarose

Gy Praha 5, Zborovska

Gy C.Budgjovice, Jirovcova
Gy Hradec Kralové

Gy Plzen, Mikula$ské nam.
Gy Praha 5, Zborovska

Gy Liberec

4r.Gy
4.r.Gy
3.r.Gy
4r.Gy
4.r.Gy
4.r.Gy
3.r.Gy
4.r.Gy

Praha Liben

Praha 5, Zborovska
Zlin, Lesni &tvrt
Brno, kpt. Jarose
Pardubice, Dasicka
Praha 5, Zborovska
Brno, kpt. Jarose

Praha 5, Zborovska
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Uspésni resitelé
Mikulas Pato¢ka 2.r.Gy
10.-11.0ndfej Chum

Jan Kratochvil

Stanislav Mikes

13.-14. Tomas Miiller

Ondtej Najdek

15.-17 Petr Mafrik

Petr Vilim

Roman Zenka

Ostaini resitelé

18.

19,
20.
21.

22.
23.
24.

25.

Tomas Tichy
Jan Bfezina
Petr Kanovsky
Michal Dachs
Pavel Bubak
Pavel Prochazka
Pavel Vi¢ek

Helena Kupkova

26.-28 Petra Kudova

29.

Petr Mares
Pavel Vymazal
Martin Jaro$

30.-31 Petr Cap

32.

Vliadimir Soucek

Martin Banszel

4.r.Gy
2.r.Gy
3.r.Gy
3.r.Gy
3.r.GMK
4.r.Gy
2.r.GMK
3.r.Gy

3.r.Gy
2.r.Gy
4.r.Gy
4r.GJKT
3.r.Gy
3.r.GJAK
3.r.Gy
3.r.Gy
4.r.Gy
4.r.GMK
3.r.Gy
4.r.Gy
4.r.Gy
4.r.Gy
3.r.Gy

Brno, kpt. Jarose

Praha 5, Zborovska

Praha Libeh

C.Budé&jovice, Jirovcova
Mlada Boleslav, Dr. Pekare
Bilovec

Plzen, Mikulasské nam.
Bilovec

C.Budgjovice, Jirovcova

Pardubice, Dasicka
Liberec, Partizanska
Brno, kpt. Jarose
Hradec Kralové

Brno, kpt. Jarose
Uhersky Brod

Plzeh, Mikuldsské nam.
Brno, kpt. Jarose
Plzen, Mikulasské nam.
Bilovec

Brno, kpt. Jarose
Benesov, Husova
Praha 5, Zborovska
Praha 5, Zborovska

T¥ebi¢, Masarykovo nam.
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