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MATEMATIKA

Nekonecné souciny, pétithelnik, zlaty rez a Cislo 7

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Na prelomu 16. a 17. stol. postupné vyvrcholilo usili vytézit Archi-
médovu mnohothelnikovou metodu pfi aproximaci ¢isla 7. Do tohoto
asili zajimavym zpusobem zasdhl rovnéz francouzsky pravnik a mate-
matik Frangois Viete (1540-1630), ktery v roce 1593 objevil nekoneény
sou(:i ktery bychom mohli modernim zptisobem zapsat napf. ve tvaru

) (1)

™

2 2 2 2
:27 . . .
V2 V22 \/2+ 242 \/2+ 2+v2+2

kdy# pracoval s mnohotihelnikem, ktery mél 393 216 (=6 - 216) stran a
podafilo se mu spravné vypocitat 9 desetinnych pozic ¢isla 7. Formule,
kterou ziskal, je ve skute¢nosti pro aproximaci pomérné komplikovan4,
soucasné ji ur¢ité oviem nelze upiit jistou matematickou eleganci.

Pres vyse uvedeny vysledek, ktery je v soucasnosti povazovan za jednu
z prvnich zndmych formuli obsahujicich nekoneény soucin, se Viéte sam
nekoneénymi souciny nijak zasadné nezabyval. Pro moderni matematiku
byly a stale ztstavaji dilezité jeho inovace v oblasti algebry a déle také
prace v oblasti metod feseni algebraickych rovnic (napf¥. Viétovy vzorce),
které ovlivnily fadu pozdé&jsich matematiki, jako byl napf¥. John Wallis
(1616-1703).

Wallisova prace tykajici se nekoneénych soucinii obsazend v knize
Arithmetica Infinitorum z roku 1656, vyuzila nékteré myslenky obsazené

1) Nekoneény soudin oznaduje soudin nekone¢ného poétu &initelt. Obecné ma tvar

oo
Hak:a1~a2-a3~...,
k=1

kde aj jsou jednotlivé ¢initele. Aby mél nekoneény soudin smysl, musi posloupnost
jeho ¢asteénych soucint

n
Hak:a1~a2-...~an,
k=1

mit kone¢nou limitu, tj. musi konvergovat pro n — oo.
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jiz ve Viétovych algebraickych reforméch. V knize je uveden nasledujici
nekonecny souéi

Tr_22 44668 (2)

ktery Wallis objevil, kdyz pouzil pomérné slozity postup vypoctu plochy
poloviny kruhu, kdy jiz mohl vyuzit infinitezimélni pocet jako pfevratnou
novinku v matematice [5].

Ackoliv je prikladd nekoneénych sou¢int aproximujicich éislo 7 vy-
razné méné nez znamych nekone¢nych fad pro aproximaci m, muZzeme
na tomto misté jesté pripomenout vysledek, ktery ziskal §vycarsky ma-
tematik Leonard Euler (1707-1783)

w2 22 32 52 72 112

L . . . . 3
6 22-1 32—-1 52-1 72—-1 112-1 ’ 3)

neobvykly tim, Ze obsahuje pouze mocniny prvoéisel [2]. Euler k vysledku
dospél v roce 1735, kdyz se zabyval tzv. basilejskym problémem, ktery
spocival v uréeni sou¢tu nekonecné f"ad

ySETNESHEINE L SR U T T
—n? 1202203 42 49" 16
Ve svych uvahéch se zaméril na funkei (dnes nazyvanou Riemannova zeta

funkce
1 1 1 1
—+ —4+ =+ — —+... 4
C(x) = 1x+ +3m+ +. +nm+ (4)
kde si uvédomil, Ze podle zakladni véty aritmetiky lze kazdé sloZené ¢islo
jednoznad¢né zapsat ve tvaru prvociselného rozkladu. Poté, co totéz udélal

s kazdym jmenovatelem funkce (4]), ziskal po dalsich apravach rovnost

2)7 dalsich matematickych konstant miizeme zminit nekone¢ny souéin pro Eulerovo
Cislo e, ktery vykazuje prekvapivé souvislosti se vzorcem pro 7/2

o= () ("

3)Problém popsal v roce 1650 italsky matematik Pietro Mengoli (1626-1686). Do
girsi pozornosti evropskych matematiki pozdéji problém posunul basilejsky profesor
matematiky Jacob Bernoulli (1654-1705), ktery se sim netsp&sné pokousel problém
vyftesit.

1 Zeta funkce je dﬁleiitym pojmem v oblasti teorie éisel Tvori jéudro tzv. Rie—

matematiky.
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R I —(1+1+1+1+ )(1+1+1+1+ )
o=ttt wTortgat

<1+1+1+1+) (1+1+1+1+)
et o T e T ) T T )
z € N, z > 2, kde na levé stran¢ je nekoneéna rada a na strané pravé
nekoneény soucin. Cinitelé nekone¢ného soudinu predstavuji pro z > 1
nekonecné geometrické rady, tedy

g()—(1+i+i+i+ )(1+i+i+ S )

(1+i+ L ) (1+i+i+i+ )=
AT ADEE Gttt =

T 3 —1 5 -1 o1 v 1

p je prvocislo

Pro volbu x = 2 Euler dokézal rovnost , kdyz se mu podafilo spojit
nekonecénou rfadu ve funkci s nekoneénou fadou pro funkci sinus.

V ¢lanku si nejprve osvétlime postup, kterym Viéte dospél k nekonec-
nému soucinu . Nasledné na ptikladu déleni pétithelniku odvodime
nekoneény soucin pro aproximaxi ¢isla m obsahujici tzv. zlaty fez. Uka-
Zeme rovnéz, ze podobné jako v ¢lanku [3] miZzeme ¢islo m aproximovat
pomoci zlatého fezu a vnofenych odmocnin. V zavéru pak v navaznosti
na ¢lanek [4] jesté doplnime moznost aproximovat hodnotu ¢isla = v péti-
thelniku pouZitim rozvoje funkce arkus tangens do nekonecéné rady.

1. Viétav vzorec pro aproximaci &isla 7
Uvazujme pravidelny n-thelnik vepsany kruznici o poloméru r, kde
| ASB| = 2a (obr. 1). Pro jeho obsah plati

. 1 .
S, = nr’sinacosa = §m“2 sin 2av.

Pokud nyni zdvojnasobime pocet stran n-thelniku, pak bude thel 2«
polovi¢ni, tedy
« Q@
San, = 2072 sin 3 cos 5= nresin o,

a pro pomér obsaht takovych n-thelnikt plati
" —cosa
S2n
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Obr. 1: Pravidelny n a 2n-thelnik

Postupnym opakovanim zdvojnasobovani poc¢tu stran n-thelniku zis-

kidme posloupnost pomérii cosc, cos 3, cos 7, ..., kde po k délenich
plati
Sn Son Sok—1,, Sh « « o (5)
—_— == = COSQ-COS—-COS —-... COS —/—.
Sgn S4n San San 2 4 2k-1

Pro obsah k-tého obrazce vepsaného kruznici o poloméru r soucasné
plati, Ze jeho limitou je obsah kruhu, tj.

lim Syx,, = 7.

k—o00

Pokud nyni dosadime do rovnosti za Sy, Sor,, a dale zjednodusime,
pak dostavame

7= lim nema . (6)

a a «a
k%mCOSi'COSZ'...'COSF

Viete zvolil jako vychozi n-thelnik ¢tverec, kde n = 4 a o = 45°, tj.
sina = cosa = \/5/2 a dale

o 1+ cosa 1
s =\ —=35V2 2
cos2 5 5 —|—\[,
/1 2 1 /
COS%: —’—C%(a/)zi 2_|_ 2_1_\/5’
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Po dosazeni do vzorce @ a upravach ziskdme nekone¢ny soudin, jehoz
zapis jsme uvedli v ivodu.

Viétiv vzorec miizeme odvodit rovnéz pifmo vyuzitim urcitych vlast-
nosti goniometrickych funkei sinus a kosinus. Podle vzorce pro sinus dvoj-
nésobného dhlu plati, ze

. e «Q
sino = 28in — cos — =
2 2
As « « «
= 48in — cos — cos — =
4 2 4

3sin & o o o
= 8sin — cos — €os — cos — =
8 2 4 8

Pro kazdé n € N indukci dostavame

. n . O « « « « - «
sina = 2" sin — cos —cos —coS — +...-Co8s — = 2 sm—HCOS—k.
2n 2 4 8 n n 2

Pron — oo je

sina = lim 2" sm — H cos o =« H €08 o (7)

n—o0
k=1

bl
nebot
n «
lim 2" sin — = a.
n— 00 on

Pokud dale dosadime za o = /2, pak

oo
™
Sm* 9 H 2n+1’

kde po tupravé a zjednoduseni dostavame
2

== 8
T con g ®

Je ziejmé, Ze vzorec predstavuje navod, jak formulovat nekonecné
souciny analogické Viétovu vzorci.

Roénik 100 (2025), &islo 2 5
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2. Pé&tithelnik a zlaty rez
Zlaty Tez je Cislo, které oznacuje pomér, kdy se tisecka déli do dvou
¢asti takovym zptsobem, zZe pomér délky celé tsecky vuci délce jeji veétsi
casti se rovna poméru délky vetsi Gasti k délce té mensi [I]. Ciselnou

hodnotu zlatého fezu ziskame z FeSeni rovnice
r+y

)

z Y

kde z, y (z > y) jsou ¢asti tsecky o délce x 4+ y. Pokud dale poloZime
y = 1, pak po zjednodusSeni dostdvame rovnici

362—96—1207

%‘/5. Zlatym Fezem ¢ je kladny koten

1+5

5

pro jejiz kofeny plati z1 o =

<

sin/36°
36° D x
cos 36° o

>

Obr. 2: Pétinhelnik a zlaty fez

-

[ L

Cc

Zlaty Tez je v geometrii neoddélitelné spjaty s pétithelnikem, nebot
tvori pomér délky thlopficky k délce strany pétiahelniku (obr. 2 vlevo).
Bez Gjmy na obecnosti budeme dale uvazovat pétithelnik vepsany kruz-
nici o poloméru r = 1 (jednotkova kruznice).

Na obr. 2 (vpravo) je do jednotkové kruznice vepsan pétithelnik, kde
vzdalenost |OF| = cos36°. Ukazme, Ze cos36° = (1 +/5)/4 = ¢/2.
Pokud ozna¢ime x = 18°, pak 2z = 90° — 3x a déle

sin 2z = sin(90° — 3z). 9)
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Vzhledem ke skutecnosti, ze sin(90° — 3x) = cos 3z = 4 cos® x — 3 cos z,
lze rovnici @ zapsat ve tvaru 2sinz cosz = 4cos® z — 3 cos z, a dale po
upravach a zjednoduseni

4sin?z + 2sinz — 1 =0,

kde
. -1++5
SMMT19 = —T—.
’ 4
Pokud shrneme vyse uvedené, pak plati

-1 1
sin 18° = cos 72° = %\/5 = %5 (10)

) 1
cos 18° =sin72° = 3 +\[ \/2—1— (11)

Podle vzorct pro sinus a kosinus dvojnasobného thlu dale plati

1

sin 36° = 2sin 18° cos 18° = 2—\/2+<,0, (12)
¥

cos 36° = cos? 18° — sin? 18° = % (13)

Na obr. 3 je naznacena konstrukce pétitthelniku vepsaného jednotkové
kruznici pomoci zlatého fezu. Z bodu A[1/2, 0] opiseme kruhovy oblouk
o poloméru |AB| = v/5/2, ktery protina osu z ve zlatém fezu . Kolmice
k ose x prochazejici bodem /2 protina kruZnici v usefce EI tvofici
stranu vepsaného pétithelniku EFGHI.

3. Cislo 7 a pé&tithelnik

Vyuzitim postupu, ktery objevil F. Viéte, bychom v pfipadé pravidel-
ného pétithelniku jako vychoziho tvaru celkem snadno ziskali nekone¢ny
soucin

e ¢2+ﬁ2+ mm Wm

nebot n =5 a a = 36°. 14

Obdobné bychom ke stejnému vysledku dospéli v pripadé, ze bychom
nahradili priblizovani obsahu n-tthelniku obsahu opsaného kruhu za pfi-
blizovani obvodu n-thelniku obvodu opsané kruznice.

Roénik 100 (2025), &islo 2 7
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Obr. 3: Konstrukce pétithelniku v jednotkové kruznici pomoci zlatého Fezu

V avodu jsme uvedli, ze Viéte pouzitim nekoneéného soucinu do-
kazal spravné urcit devét desetinnych pozic ¢isla 7. Poté co jsme nalezli
nekone¢ny soudin , se celkem prirozené nabizi otazka, kolik ¢initeli
nekoneéného soufinu musime minimalné pouzit, abychom ziskali stejny
pocet desetinnych pozic jako Viéte. Pokud oznacime &islem k pocet Ci-
niteld kone¢ného soucinu

a3 2 . 2 . 2
PV EY \/2+V2+v2+80 \/2+\/2+\/2+\/2+30

k ¢&initeld

pak si lze ovéfit, ze k = 15.

V ¢lanku [3] je vzorec (1)) zapsan pomoci vnofenych druhych odmocnin
a obsahuje pouze jeden soucin

7= lim 2¥4|2 — 2+\/2+\/2+\/2+...+\/§.

k—oc0

k druhych odmocnin

Ukazme nyni odvozeni obdobného vzorce opét pro pétithelnik, kdy v jed-
notlivych iteracich budeme opakované pilit tihel (obr. 4 vlevo), pfi¢emz
nés bude zajimat délka svislé odvésny, ktera odpovida sinu piislusného
ahlu.

Pro vypocet délky odvésny pouzijeme vzorce pro sinus a kosinus po-
lovi¢niho thlu sin § = 4/ 1_‘3205‘1, cos § = \/H'C%.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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SIS

y
18,
36
87 % |
H J

Obr. 4: Aproximace ¢isla 7 v pétithelniku

Podle je cos36° = cos(m/5) = ¢/2 a dale postupné

sin%:%\&—go, cos%:% 2+ ¢,
sin%:% 2—4/24 ¢, cos%z%d?—&— 24,
sinJt = 24/2—1/2+ 2+ ¢, cos & = $1/24+ 2+ 2+ o,

-

=

&
)
+

sin%:g\/2— 24+V2+2+ ¢, cosgs =3 24+ V24+V2+ ¢,

sinﬁg,c_;\/2—\/2+...+\/2+\/2+go.

k druhych odmocnin

Aproximaci ¢isla 7 ziskdme jako limitu (tab. 1)

7= lim 528712 2+\/2+...+\/2+\/2+\/2+¢. (15)
— 00

k druhych odmocnin

Zaveér
Pokud bychom se jesté vratili na tplny zacatek ¢lanku a dovypravéli
pribéh Archimédovy metody aproximace ¢isla 7, pak téhoZ roku jako

Roénik 100 (2025), &islo 2 9
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F. Viéte se nizozemsky geometr Adriaan van Roomen (1561-1615) do-
pracoval k mnohothelniku s 23° stranami a vypoéital m s piesnosti na
15 desetinnych pozic. Ludolph van Ceulen (1540-1610) dokazal v roce
1596 pomoci mnohotihelniku o 262 stranach spravné vypoéitat nejprve 20
a pozdéji dokonce 35 desetinnych mist. Nejlepsiho vysledku aproximace
7w vyuzivajici mnohotiihelnikovou metodu pravdépodobné dosahl v roce
1630 rakousky astronom Christoph Grienberger (1561-1636), kterému se
podafilo spravné spocitat 38 desetinnych pozic pouzitim mnohothelniku
0 1040 stranach [5].

k Aproximace m k Aproximace w

3,09016 99438
3,12868 93008

3,14154 21879
3,14158 00371
3,13836 38291 3,14158 94995
3,14078 52607 3,14159 18650
3,1413907937 10 3,14159 24564

T W N =
NeRoIIEN BN

Tabul'ka 1: Aproximace ¢&isla 7 (spravné pozice tu¢né) podle rovnice ([15))

V pritbshu 17. stoleti diky praci Isaaca Newtona (1642-1727) a Gott-
frieda Wilhelma Leibnize (1646-1716) postupné nahradil jiz ponékud
tézkopadnou a vypocetné znacné zdlouhavou Archimédovu metodu na-
stupujici infiniteziméalni pocet, a to zejména ve spojeni se studiem ne-
kone¢nych fad vhodnych funkci. Velky pokrok predstavoval objev a na-
sledné vyuziti rozvoje funkce arkus tangen

$3 $5 1.7 s x2k—1
tgr=0— —+———+4...= ) L p— 16
arctgr =o = o+ ot ;( Y (16)

5)Funkce arkus tangens je inverzni k funkci tangens, jejiz definiéni obor je omezen
na interval (—m/2;7/2). Arkus tangens zapisujeme v matematickych vyrazech ve
tvaru arctg nebo tg~!. Plati, Ze tangens daného thlu udéava &islo, jehoz arkus tangens
je opét dany uhel, napf.
-1
tg (g) = V3 — arctg(V3) = tg(V3) = g
Rada byla nezavisle objevena skotskym matematikem Jamesem Gregorym (1638—
1675) a G. W. Leibnizem.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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V roce 1706 anglicky matematik John Machin (1680-1751) objevil vzorec

T _ farctan = t

4 = 4arctan - —arctan oo,
pomoci kterého v kombinaci s fadou dokazal urcit 100 desetinnych
pozic ¢isla . Ruzné Machinovy vzorce pak jesté dlouho hrély dilezitou
roli pfi aproximacich ¢isla 7.

Podrobny postup aproximace vyuzivajici fadu je uveden v ¢lanku
[4], zde zminime zékladni principy tykajici se aproximace ¢isla 7w v péti-
dhelniku. Na obr. 4 (vpravo) je do pétithelniku umistén trojuhelnik
HEOQO s vyznafenymi vnitfnimi thly, kde 90° = 36° + 3 - 18°, resp.
/2 = 7/5+ 37/10, nebo také w/4 = 7 /10 + 37/20.

Vyuzitim rovnosti , dostavame

sin(7/10) 1

t8(m/10) = Sosm/10) = oA TS (17)

a dale

tg(3m/20) = tg(m/4 —m/10) = fi(fg/?;/:l)ttgg(gr//lfg) -

1
_ 17s0\/2+sa o2+ -1
- e — )
1+7%/m oV2+p+1

Pouzitim funkce arkus tangens pro thly 7/10, 37/20 dostavame

(22t

T 1 3
— =arctg [ ——— ), — =arctg | e
0 g<¢«/2+<p> 20 B\ o2 rotl

a dale

PV - 1). (18)

us 1

— =arctg | ——— | +arctg | ————

4 g(ap\/2+<p> g((p\/2+<p+1
V této chvili se vratime k rozvoji funkce arkus tangens do nekonecné
rady 7 odkud po dosazeni

L ep o BVEite-l
o2+ @’ ’ oV2+e+1

postupné dostavame

T

Roénik 100 (2025), cislo 2 11
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1
arctg (SO\/TiSO) =
! 1 1
T V2t e 303/(2+ ) - 5052+ 95
1 2k—1
:; 2% — 1 (@m) ’

V2 -1
arctg(%):
oV2+p+1
o2+t p—1 1(@\/2—1— —1) L (cp\/2+ —1) -
CoV2F e+l 3\py2Fp+1 5\pv2+p+1
i )h- 1((p\/ﬁ_1)2k—1
— 2k — eV2+p+1 '

a dale po dosazeni do rovnice

(=Dt (%/m— 1)2’“*1
<2k -1 \py2Tp+1 ‘

WK

Z (SD\/;T)% 1+

k=1

=~
Il

(19)
V niZze uvedené tabulce jsou uvedené spravné desetinné pozice ¢isla 7
pro vybrané hodnoty k vypoctené podle rovnice .

kmax  Spravné desetinné Cislice ¢isla 7

) 3,141

10 3,14159 2

15 3,14159 2653

20 3,14159 26535 897
25 3,14159 26535 89793

Tabulka 2: Vypocet hodnoty ¢isla 7 podle rovnice
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Délitelnost pro konecna zobrazeni

Tereza Krejéi, Masarykova univerzita, Brno

Délitelnost je jednim ze zakladnich kament matematiky. V tomto
¢lanku budeme hledat odpovéd na otazku, kam néas délitelnost muze
zavést, kdyz se na ni podivame v netradiénim kontextu.

Abychom délitelnost mohli definovat, potfebujeme mnozinu prvka —
v klasickém piipadé Z — a binéarni operac na této mnoziné — tedy
nasobeni.

Definice 1. Necht a, b € Z. Rekneme, Ze a d&li b, pokud existuje celé
¢islo ¢ takové, ze
b=a-c

Uplné analogicky lze délitelnost ale definovat i pro odli¥né mnoziny a
operace. My budeme pracovat s mnozinou kone¢nych zobrazeni a operaci
skladani.

Zobrazenim f mezi mnoZinami A a B rozumime mnoZzinu f uspo-
fadanych dvojic (a,b); a € A,b € B takovou, Z%e pro kazdé a existuje
pravé jedno b, kde (a,b) € f. Zobrazeni tedy spo¢iva v pfifazeni prvkia
z mnoZiny obrazi ke vzorim z prvni mnoZiny. Pokud (a,b) € f, piSeme
f(a) = b. Toto pfifazeni budeme znazorhovat Sipkami mezi vzory a ob-
razy. SloZzeni zobrazeni f a g znac¢ime go f a chapeme jim zobrazeni dané

predpisem g(f(x)).

1 Binarni operaci rozumime pt¥ifazeni Z X Z — 7Z, tedy kazdé dvojici prvki prifa-
dime jeden prvek, vysledek.
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